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Chapitre 1. CALCUL MATRICIEL

A. Introduction

L’usage de tableaux de nombres est courant pour présenter certaines données.

Exemple

Une entreprise fabrique deux types de pièces usinées. Elle achète, pour cela, des pièces brutes qui sont fraisées, polies et peintes. Les coûts par pièce de ces divers travaux sont résumés dans la matrice suivante : (E = Euros)


Pièce 1
Pièce 2

Coût du fraisage
80  E
50  E

Coût du polissage
50  E
40  E

Coût de la peinture
50  E
70  E

Nous noterons la matrice qui précède de la manière suivante : 
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[image: image2.wmf]:  ce tableau est une matrice à 3 lignes et 2 colonnes.

Le calcul matriciel permet d'étudier de tels tableaux de nombres.

Avant d’aborder l’étude proprement dite du calcul matriciel, posons-nous quelques questions et voyons comment on peut logiquement les résoudre.

a) Supposons que les coûts augmentent de 10%.  Cela revient à dire que tous les coûts sont multipliés par 1,1.  La matrice T  devient 1,1 T , soit :
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b) Supposons que chaque pièce doive passer deux fois dans chaque atelier. Le coût du premier passage sera caractérisé par la matrice T’ et celui du second passage par la matrice  T’’.
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Il est évident que le coût de la peinture de la première pièce sera de 50 E + 8 E ,  c’est à dire que la matrice caractérisant les frais entraînés par le traitement complet des pièces est : 
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Cette matrice doit correspondre à une certaine « somme » :   T’ + T’’
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Remarquons que l’on obtient la matrice T en additionnant dans les matrices T’ et T", les éléments qui occupent les mêmes places.

c) Si l’entreprise fabrique x pièces de type 1 et y pièces de type 2, elle doit payer (si l’on se réfère au tableau des prix page précédente) 80x + 50y pour le fraisage, 50x + 40y pour le polissage et 50x + 70y pour la peinture, on écrira : 
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d) Si les coûts horaires du fraisage, du polissage et de la peinture sont respectivement 400 E, 300 E et 350 E et que les capacités horaires des machines outils et de l’atelier de peinture sont données par 
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la durée des diverses opérations par pièce est donnée par  
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Le coût total de l’usinage des pièces 1 et 2 est donné par
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ce qui peut s'écrire mathématiquement : 
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soit 18 euros pour la pièce 1 et 16 euros pour la pièce 2.

B. Définitions

Une matrice est un tableau rectangulaire de nombres.
Exemple
Considérons la matrice 
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Les nombres 3, 4 et 8 forment la première ligne (
[image: image18.wmf]L

1

); les nombres 2, 5 et -9 forment la deuxième ligne (
[image: image19.wmf]L

2

). De même, 3 et 2 forment la première colonne (
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), etc.

On écrira:   
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· Les lignes et les colonnes sont les rangées de la matrice.

· Les nombres 
[image: image22.wmf]j

i

a

 s'appellent les éléments de la matrice.

· 
[image: image23.wmf]j
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 est l’élément de la matrice situé à l'intersection de la ième ligne et à la jème colonne.

· Le nombre n de lignes et le nombre p de colonnes sont les dimensions (ou le format) de la matrice.

Exemples
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 est une matrice à 2 lignes et 3 colonnes : 
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  est une matrice à 3 lignes et 2 colonnes : 
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 est une matrice ligne ou vecteur ligne : 
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 est une matrice colonne ou vecteur colonne : 
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 est une matrice carrée : 
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 est une matrice diagonale : seuls les éléments de la diagonale principale peuvent prendre des valeurs différentes de 0.
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est une matrice triangulaire inférieure : tous les éléments situés au-dessus de la diagonale principale sont nuls.
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 est une matrice triangulaire supérieure : tous les éléments situés en-dessous de la diagonale principale sont nuls.
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. sont des matrices nulles.
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 etc. sont des matrices unités; il s'agit toujours de matrices carrées.
C. Égalité de deux matrices

Deux matrices de même format sont égales si et seulement si les éléments correspondants sont égaux.
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D. Opérations sur les matrices

1. Addition de deux matrices

Pour pouvoir additionner deux matrices, il faut qu'elles soient de même format.
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Autrement dit
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Exemple
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Matrice opposée d'une matrice d'une matrice donnée

La matrice opposée 
[image: image43.wmf]A

-

 d'une matrice donnée 
[image: image44.wmf]A

 est la matrice dont les éléments sont les opposés des éléments correspondants de la matrice 
[image: image45.wmf]A

.

Les propriétés de l’addition des matrices d'un format donné sont les mêmes que celles de l’addition des nombres réels. Dès lors, l’ensemble des matrices de même format muni de l’addition est un groupe commutatif. L'élément neutre est la matrice nulle; l'élément symétrique (opposé) de la matrice A est la matrice -A.
2. Multiplication d'une matrice par un réel

On considère une matrice 
[image: image46.wmf]x
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 et un réel k, on a : 
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Pour multiplier une matrice par un nombre réel, on multiplie tous les éléments de la matrice par ce nombre.
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Exemple
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Les propriétés de ce produit découlent immédiatement des propriétés du produit des nombres réels : opération externe partout définie de 
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, associativité mixte, double distributivité et neutre 1. Il en résulte que 
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(
[image: image52.wmf]M

 représente l’ensemble des matrices de format donné).

3. Multiplication de deux matrices

Pour multiplier deux matrices, il faut que le nombre de colonnes de la première matrice soit égal au nombre de lignes de la seconde.
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On obtient l'élément 
[image: image54.wmf]ij

c

 de la matrice produit en effectuant la somme des produits des éléments de la ième ligne de la première matrice avec les éléments correspondants de la jème colonne de la seconde matrice.
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Exemples

· 
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Dans ce cas, le produit 
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Le produit des matrices n’est pas commutatif : 
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 EMBED Equation.3  [image: image68.wmf]÷
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AB

=
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Propriétés du produit de matrices carrées de mêmes dimensions

La multiplication dans l'ensemble des matrices carrées de mêmes dimensions est une loi

· interne et partout définie,

· associative,

· non commutative,

· admettant un élément neutre : la matrice unité,

· distributive par rapport à l'addition matricielle.

 DÉTERMINANT D’UNE MATRICE CARRÉE

E. Déterminants d’ordre 1

Définition

Le déterminant associé à la matrice 
[image: image73.wmf](
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 réduite à un seul élément est le réel a.
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Exemple
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F. Déterminants d’ordre 2

Définition

Le déterminant associé à la matrice  
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Exemple
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G. Déterminants d’ordre 3

4. Règle des mineurs

On considère la matrice 
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dont le déterminant est 
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· Mineur

Le mineur Mij de l’élément aij est le déterminant obtenu en supprimant la ligne i et la colonne j dans le déterminant de M.
Exemples

Le mineur M11 de l’élément a11 est : 
[image: image81.wmf]M
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Le mineur M21 de l’élément a21 est : 
[image: image82.wmf]M

a

a

a

a

21

12

13

32

33

=


· Cofacteur
Le cofacteur Aij de l’élément aij  est 
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Exemples

Le cofacteur de a11 est : 
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Le cofacteur de a21 est : 
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Définition

Le déterminant d’une matrice est égal à la somme des produits des éléments d’une rangée par les cofacteurs correspondants. Sa valeur ne dépend pas de la rangée choisie.

Développons le déterminant de M par rapport à la première ligne :
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Il est aisé de constater que l'on retrouve la même valeur en développant par rapport à une autre rangée.

Exemple

Considérons la matrice  
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15

8

)

6

4

(

3

)

4

5

(

2

2

3

5

4

1

3

2

4

3

1

2

2

5

2

1

2

3

2

5

4

1

3

2

det

)

1

(

=

-

+

-

-

-

-

-

=

+

-

-

-

=

-

=

L

A



[image: image89.wmf]
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5. Règle de Sarrus
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On retrouve évidemment le même résultat que par la première méthode.

Exemple
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H. Déterminants d’ordre supérieur à 2

Tous ces déterminants peuvent être calculés à l'aide de la règle des mineurs.

La règle de Sarrus n'est valable que pour les déterminants d'ordre 3.

I. Propriétés des déterminants

Définition 

La matrice transposée de la matrice A, notée  
[image: image93.wmf]A
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  (ou 
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) est la matrice obtenue en permutant les lignes et les colonnes de A.
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Exemple
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Propriété 1
Une matrice 
[image: image101.wmf]A

 et sa transposée 
[image: image102.wmf]A

t

 ont le même déterminant.

On vérifie aisément cette propriété dans le cas d’une matrice 2 x 2. Dans le cas d'une matrice 3 x 3 :
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Propriété 2
Le mineur (ainsi que le cofacteur) de tout élément d'une matrice carrée est indépendant des éléments appartenant à la même ligne et à la même colonne que l'élément considéré.

Dans le déterminant ci-dessous exprimons le cofacteur de l’élément 
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Propriété 3

Si tous les éléments d'une rangée d'une matrice sont nuls, alors son déterminant est nul.
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Propriété 4

Si on permute deux rangées parallèles d'une matrice, son déterminant change de signe.

Vérification sur une matrice d'ordre 2 (permutation de 
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Vérification sur une matrice d'ordre 3 (permutation de 
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Conséquence 4.1
Le déterminant d'une matrice carrée ayant 2 rangées parallèles identiques est nul.

En effet : 
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reste le même quand on permute les premières et troisièmes colonnes. Mais, en vertu de la propriété 4, il change de signe. Il ne peut donc être que nul.

c.q.f.d.

Conséquence 4.2

Dans toute matrice carrée, la somme des produits des éléments d'une rangée par les cofacteurs des éléments correspondants d'une rangée parallèle est nulle.


En effet : soit  
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Démontrons par exemple que  
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(conséquence 4.1),  donc : 
[image: image128.wmf]0

33

31

23

21

13

11

=

+

+

A

a

A

a

A

a


Propriété 5
Pour multiplier ou diviser un déterminant par un nombre réel (non nul), il suffit de multiplier ou diviser tous les éléments d'une rangée par ce nombre.

Démontrons que :
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Montrons A = B : 
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Montrons A = C : 
[image: image131.wmf]C

A

ra

A

ra

A

ra

A

a

A

a

A

a

r

A

L

L

)

2

(

32

32

22

22

21

21

32

32

22

22

21

21

)

2

(

)

(

=

+

+

=

+

+

=


Conséquence 5.1
Dans un déterminant, on peut mettre en évidence un facteur commun à tous les éléments d'une rangée.

Exemple
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Conséquence 5.2
Si on change le signe des éléments d'une rangée d'un déterminant, celui-ci change de signe.

Exemple

[image: image133.wmf]1

5

6

2

7

1

5

3

2

1

5

6

2

7

1

5

3

2

-

-

-

=

-

-

-


Remarque

Si M est une matrice 3 x 3, on a :

det (kM) = k³ det M

Conséquence 5.3
Si dans un déterminant une rangée est multiple d'une autre rangée parallèle, alors ce déterminant est nul.

Exemple
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(car L1 = L3 )

Conséquence 5.4
Si les éléments d'une rangée d'un déterminant sont des sommes de deux termes, alors ce déterminant est égal à la somme de deux déterminants de même ordre.

Démontrons que :
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[image: image136.wmf](
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Conséquence 5.5 (très importante) : Le déterminant d'une matrice carrée ne change pas lorsqu'on ajoute à une rangée des multiples des autres rangées parallèles.
Démontrons que : 
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en vertu des conséquences 5.4 et 5.3.

Exemple

Démontrer, sans le calculer que le déterminant suivant est nul
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J. Produit de deux déterminants

Considérons deux matrices carrées de même ordre A et B et leur matrice produit AB. Le déterminant de cette dernière matrice peut-il être exprimé en fonction des déterminants des matrices A et B ?

On peut répondre affirmativement à cette question et même de manière très simple :
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La démonstration de cette propriété sort du cadre de ce cours ; elle ne présente pourtant aucune difficulté, mais est fastidieuse à écrire dans le cas général.


Dans le cas de matrices 2 x 2, on a :
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MATRICE INVERSE

6. Définitions

La matrice inverse de la matrice carrée 
[image: image147.wmf]A

 est la matrice carrée 
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 telle que :
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si elle existe.

La matrice des cofacteurs est la matrice obtenue en remplaçant chaque élément par son cofacteur. 

Si 
[image: image150.wmf]ij
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 est le cofacteur de l’élément 
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 d’une matrice 2 x 2, 


[image: image152.wmf](

)

ij

a

a

a

a

a

A

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

22

21

12

11


la matrice des cofacteurs est 
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La matrice transposée des cofacteurs est : 
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Il est évident que l’on peut définir une matrice des cofacteurs et une matrice transposée des cofacteurs pour toute matrice carrée.

Remarque

Dans le présent chapitre, nous travaillerons uniquement avec des matrices carrées.

7. Matrices 2 x 2

Considérons la matrice


[image: image156.wmf]1112

2122

aa

A

aa

æö

=

ç÷

èø


et recherchons, si elle existe, la matrice 
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telle que 
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On a
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donc
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et, pour autant que 
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ce qui entraîne
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Donc, sous la condition 
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où 
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 est la matrice transposée des cofacteurs.

Exemple 1

Rechercher la matrice inverse de la matrice
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Donc
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Exemple 2

Rechercher la matrice inverse de la matrice 
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÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

2

4

1

2

A



[image: image173.wmf]det0
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Matrices 3 x 3

Prouvons que, sous la condition 
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En effet :
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De plus, on a 
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Nous avons donc déterminé une matrice inverse de la matrice A. Il faut encore prouver que cette matrice est unique. Supposons donc qu'il existe une deuxième matrice B inverse de A.

On a successivement :
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ce qui entraîne :
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En multipliant à droite par 
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 les deux membres de cette égalité, on trouve
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Donc, sous la condition 
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, la matrice inverse 
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où 
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 est la matrice transposée des cofacteurs.

8. Généralisation

La matrice inverse de n’importe quelle matrice carrée peut se mettre sous la forme


[image: image188.wmf](

)

j

i

t

A

A

A

det

1

1

=

-


où 
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 est la matrice transposée des cofacteurs, pour autant que 
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Cependant les cas des matrices d'ordre supérieur à trois sortent du cadre de ce cours.
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Règle à suivre pour trouver la matrice inverse 
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 de A :

· On cherche  
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· On forme la matrice des cofacteurs :  
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· On prend la transposée :  
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· On divise par  
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Exemples

Rechercher la matrice inverse des matrices suivantes :

1. 
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2. 
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· Le déterminant de la matrice donnée étant nul, celle-ci n’est pas inversible.

Chapitre 2. SYSTÈMES NUMÉRIQUES D’ÉQUATIONS LINÉAIRES

9. Définitions

Un système d’équations linéaires est un ensemble de plusieurs équations du premier degré qui doivent être vérifiées simultanément.

Exemple
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Résoudre un système, c’est trouver les valeurs des inconnues qui vérifient simultanément toutes les équations du système.

Un système linéaire est dit homogène si les termes indépendants de toutes les équations sont nuls.

Exemple
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10. Écriture matricielle d’un système linéaire

Le système
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peut s’écrire
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C’est l’écriture matricielle du système.

Si l’on pose
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le système peut s’écrire


[image: image211.wmf]B

X

A

=

.


Exemple
Le système
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peut s’écrire :
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On s’intéressera particulièrement aux systèmes de deux équations à deux inconnues et aux systèmes de trois équations à trois inconnues.

Interprétation géométrique

· En géométrie plane, une droite a pour équation 
[image: image214.wmf]ax
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(où a et b ne sont pas simultanément nuls).

· Pour rechercher les coordonnées de(s) l’éventuel(s) point(s) d’intersection de deux droites du plan, on sera amené à résoudre un système de deux équations linéaires à deux inconnues.

· Résoudre un système de deux équations linéaires à deux inconnues revient à chercher les coordonnées des éventuels points d’intersection de deux droites du plan.

· En géométrie dans l’espace
, un plan a pour équation 
[image: image215.wmf]ax
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 (où a, b et c ne sont pas simultanément nuls).

· Pour rechercher les coordonnées de(s) l’éventuel(s) point(s) d’intersection de trois plans de l’espace, on sera amené à résoudre un système de trois équations linéaires à trois inconnues.

· Résoudre un système de trois équations linéaires à trois inconnues revient à chercher les coordonnées des éventuels points d’intersection de trois plans de l’espace.

11. Systèmes numériques de 2 équations linéaires à 2 inconnues

Premier exemple
Résoudre le système
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qui peut s’écrire sous forme matricielle
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ou, avec nos notations habituelles, 
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ce qui entraîne 
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pour autant que 
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Nous avons vu au chapitre précédent que la matrice inverse d’une matrice carrée
[image: image221.wmf]A

est donnée par la formule
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Dans le cas présent, on a successivement :
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et le système devient
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Remarquons que, lors du calcul de la matrice X, le nombre 35 (premier élément de la matrice colonne produit) est obtenu par le produit 
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dont la valeur n’est autre que celle du déterminant
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En effet :
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Il en résulte que la valeur de x est le quotient par det A du déterminant obtenu en remplaçant dans det A la colonne des coefficients de x par la colonne des termes indépendants.

Il est évident que, par la même démonstration, on peut montrer que la valeur de y est le quotient par det A du déterminant obtenu en remplaçant dans det A la colonne des coefficients de y par la colonne des termes indépendants.

Ceci nous permet de mettre au point une méthode de recherche extrêmement rapide de la solution du système.

· Calculer le déterminant 
[image: image235.wmf]x
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 obtenu en remplaçant dans det A la colonne des coefficients de x par la colonne des termes indépendants ;

· Calculer le déterminant 
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 obtenu en remplaçant dans det A la colonne des coefficients de y par la colonne des termes indépendants ;

· Si 
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Dans l’exemple proposé, on a :
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det A =
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La méthode qui vient d’être décrite est connue sous le nom de « Méthode de Cramer ».

Graphiquement, les droites représentant les équations données sont sécantes.

Deuxième exemple

Résoudre le système
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Il est clair que ces deux équations sont incompatibles : aucun couple (x, y) ne peut les vérifier simultanément.

Un tel système est un système impossible : 
[image: image243.wmf]S
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Graphiquement, les droites représentant les équations données sont strictement parallèles; elles n'ont aucun point commun.

Troisième exemple

Résoudre le système
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Il est clair que ces deux équations sont équivalentes : tout se passe comme s’il n’y avait qu’une seule équation, à savoir 
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Un tel système est un système simplement indéterminé : 
[image: image246.wmf]S
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Dans ce cas, on pose
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et on en déduit que 
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ce qui permet d’écrire l’ensemble des solutions sous la forme 
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Graphiquement, les droites représentant les équations données ont tous leurs points en commun et sont donc confondues.

Quatrième exemple

Résoudre le système


[image: image250.wmf]î

í

ì

=

+

=

+

0

0

0

0

0

0

y

x

y

x


Il est clair que ces deux équations admettent n’importe quel couple (x, y) comme solution : le système est dit doublement indéterminé.

On peut poser 


[image: image251.wmf]a
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 et 
[image: image252.wmf]b

=

y


et écrire l’ensemble des solutions sous la forme 
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Graphiquement, les coordonnées de tous les points du plan répondent à la question posée.

Cinquième exemple

Résoudre le système
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Il est clair que ce système est un système impossible : 
[image: image255.wmf]S
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Note

Ces deux derniers cas peuvent être considérés comme systèmes linéaires « dégénérés ».

12. Systèmes numériques de 3 équations linéaires à 3 inconnues
Premier exemple

Résoudre le système suivant : 
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Sous forme matricielle, il s’écrit
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ou, avec nos notations habituelles, 
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ce qui entraîne 


[image: image259.wmf]B

A

X

1

-

=


Nous avons vu au chapitre précédent que la matrice inverse d’une matrice carrée
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est donnée par la formule
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Dans le cas présent, on a successivement :
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et le système devient


[image: image269.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

=

=

3

2

1

z

y

x


Remarquons que, lors du calcul de la matrice 
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, le nombre 5 (premier élément de la matrice colonne produit) est obtenu par le produit 
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Il en résulte que la valeur de x est le quotient par det A du déterminant obtenu en remplaçant dans det A la colonne des coefficients de x par la colonne des termes indépendants.

Il est évident que, par la même démonstration, on peut montrer que la valeur de y (respectivement de z) est le quotient par det A du déterminant obtenu en remplaçant dans det A la colonne des coefficients de y (respectivement de z) par la colonne des termes indépendants.

Ceci nous permet de mettre au point une méthode de recherche extrêmement rapide de la solution du système :

· Calculer le déterminant 
[image: image273.wmf]x

D

 obtenu en remplaçant dans det A la colonne des coefficients de x par la colonne des termes indépendants ;

· Calculer le déterminant 
[image: image274.wmf]y

D

 obtenu en remplaçant dans det A la colonne des coefficients de y par la colonne des termes indépendants ;

· Calculer le déterminant 
[image: image275.wmf]z

D

 obtenu en remplaçant dans det A la colonne des coefficients de z par la colonne des termes indépendants ;

· Si 
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Dans l’exemple proposé, on a :

On a :
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La méthode qui vient d’être décrite est connue sous le nom de « Méthode de Cramer ».

Géométriquement, les plans représentant les trois équations se coupent en un et un seul point.

Deuxième exemple
Résoudre : 
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Ce système peut s’écrire :
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On a, avec les notations définies précédemment :
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La matrice A est donc une matrice singulière et on ne peut l’inverser.

On cherche un éventuel mineur non nul, par exemple : 
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Le choix de ce mineur implique que deux des équations et deux des inconnues auront un rôle particulier à jouer : ce sont les équations et les inconnues dont les coefficients figurent dans le mineur choisi ; dans le cas présent, il s’agit des deux premières équations et des inconnues x et y. Ces équations sont appelées les équations principales, tandis que les inconnues sont appelées les inconnues principales.

Le système donné peut s’écrire :
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Comme 
[image: image292.wmf]0
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, les équations (1) et (2) forment un système de 2 équations à 2 inconnues, x et y, à solution unique. On peut donc exprimer x et y en fonction de z.

Du sous-système formé par les équations (1) et(2) : 
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On remplace ensuite x et y par leurs valeurs dans l'équation secondaire (3) et on obtient successivement : 
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qui est une équation toujours vérifiée : le système donné est un système simplement indéterminé.

Dans ce cas, on remplace habituellement l'inconnue secondaire par un paramètre et on exprime les inconnues principales en fonction de ce paramètre, ce qui donne :
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et on peut écrire
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Géométriquement, les trois plans représentant les trois équations se coupent suivant une même droite.
Troisième exemple
Résoudre : 
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Ce système peut s’écrire :
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On a, avec les notations définies précédemment :
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La matrice A est donc un matrice singulière et on ne peut l’inverser.

On cherche un éventuel mineur non nul, par exemple : 
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Les deux premières équations sont les équations principales; x et y sont les inconnues principales.

Le système donné peut s’écrire :
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Comme 
[image: image308.wmf]0

33

¹

M

, les équations (1) et (2) forment un système de 2 équations à 2 inconnues, x et y, à solution unique. On peut donc exprimer x et y en fonction de z.

Du sous-système formé par les équations (1) et(2) : 
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On remplace ensuite x et y par leurs valeurs dans l'équation secondaire (3) et on obtient successivement : 
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qui est une équation impossible. On se trouve en présence d’un système impossible :
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Géométriquement, les plans représentant les équations n’ont aucun point commun.

Bien que les résultats finaux soient totalement différents, les deux exemples qui précèdent sont presque identiques. Il est utile de se demander ce que deviennent les déterminants 
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 calculés plus haut dans chacun des deux cas.

Dans l’exemple 2, on a :
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Dans l’exemple 3, on a :
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On peut démontrer que si les trois déterminants repris ci-dessus sont nuls, le système est simplement indéterminé. Par contre, si l’un de ces trois déterminants n’est pas nul, le système est impossible.


En pratique cependant, seul un des trois déterminants a son importance : celui obtenu en remplaçant dans det A la colonne des coefficients de l’inconnue secondaire par la colonne des termes indépendants. Le déterminant ainsi obtenu, appelé déterminant caractéristique  et noté
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 n’est donc qu’un des trois déterminants 
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. Dans les deuxième et troisième exemples, l’inconnue secondaire est z et le déterminant caractéristique 
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Dans l’exemple 2, 
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 = 
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 = 0, le système est simplement indéterminé.

Dans l’exemple 3, 
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 = 
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 = 14, le système est impossible.

Conclusion

Lorsque 
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, on cherche un mineur 
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si un tel mineur existe et on calcule le déterminant caractéristique 
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, le système est impossible : 
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Dans ce dernier cas, on remplace l'inconnue secondaire par un paramètre et on exprime les inconnues principales en fonction de ce paramètre.



Remarque
La somme membre à membre des trois équations du deuxième exemple donne immédiatement


[image: image338.wmf]0

0

0

0

=

+

+

z

y

x


et on peut en déduire immédiatement que le système est indéterminé.

La somme membre à membre des trois équations du troisième exemple donne immédiatement
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et on peut en déduire immédiatement que le système est impossible.

Quatrième exemple

Résoudre le système
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Ce système se ramène visiblement à la seule équation
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C’est un système doublement indéterminé. On pose 
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où ( et ( sont des paramètres. On a alors :
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et l’ensemble des solutions peut s’écrire :
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Géométriquement, cette situation correspond au cas où les trois plans représentatifs des équations sont confondus.

Cinquième exemple
Résoudre le système
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Ce système est équivalent au système
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qui est visiblement un système impossible
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Géométriquement, cette situation correspond au cas de deux plans confondus et d'un plan qui leur est parallèle disjoint.

Sixième exemple

Résoudre le système


[image: image348.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

+

+

=

+

+

3

2

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

b

z

y

x

b

z

y

x

b

z

y

x


Si 
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, le système est triplement indéterminé : 
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Si 
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, le système est impossible : 
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Septième exemple
Résoudre :
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On a
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le calcul de 
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montre qu’ils sont tous les trois nuls, ce qui entraîne
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Un système homogène admet toujours la solution triviale et n’est donc jamais impossible ; cependant, il peut être indéterminé si 
[image: image357.wmf]A

det

 = 0.

Huitième exemple

Résoudre le système :
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Ce système se ramène à  
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C’est un système doublement indéterminé
On pose  
[image: image360.wmf]23
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Donc
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13. Systèmes de 3 équations linéaires à 2 inconnues

Premier exemple

Résoudre le système
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Résolvons le système formé par les deux premières équations. On a successivement avec nos notations habituelles :
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Il y a maintenant lieu de contrôler si cette solution vérifie la troisième équation. On a :


[image: image368.wmf]13

5

3

=

+

y

x


où on remplace x par 1 et y par 2. On obtient :

3 + 10 = 13.

La solution trouvée convient donc pour le système.

Deuxième exemple

Résoudre le système
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Ce système est équivalent au système 
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qui est visiblement un système impossible.
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Troisième exemple

Résoudre le système
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Ce système se ramène à 
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C’est un système simplement indéterminé.
On pose
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ce qui entraîne
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Quatrième exemple

Résoudre 
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Ce système est doublement indéterminé : 
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Chapitre 3.  GÉNÉRALISATION

1. Systèmes de 2 équations linéaires à 2 inconnues

Considérons le système : 


[image: image379.wmf]î

í

ì

=

+

=

+

2

22

21

1

12

11

b

y

a

x

a

b

y

a

x

a


qui peut s’écrire sous forme matricielle :
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Si l’on pose, le système s'écrit
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Résolution et discussion

· 1er cas : 
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 existe et on a successivement :
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ce qui entraîne
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si l’on pose
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La vérification de la solution est laissée au soin du lecteur.

· 2ème cas : det A  =  0
On a
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ce qui entraîne :
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pour autant que 
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Quitte à multiplier les deux membres de l’une des deux équations par un même nombre, on peut considérer que les premiers membres des deux équations s’écrivent de la même façon. La discussion porte donc sur les deuxièmes membres. 

· S’ils ne sont pas les mêmes, on se trouve de toute évidence devant une impossibilité. On peut constater qu’au moins un des deux déterminants 
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· Si les deuxièmes membres sont les mêmes, il n’y a en fait plus qu’une équation et on est en présence d’une indétermination. Celle-ci sera simple si au moins un des coefficients n’est pas nul ; elle sera double si tous les coefficients et les termes indépendants sont nuls. Dans tous les cas, on aura 
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14. Systèmes non homogènes de 3 équations linéaires à 3 inconnues

Considérons le système : 
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qui peut s’écrire sous forme matricielle
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Si l’on pose
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ce système s’écrit
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Résolution et discussion

· 1er cas : 
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s'écrit
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La solution est donnée par
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ce qui entraîne
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si l’on pose 
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· 2e cas : det A  =  0 et un des mineurs est non nul
Rappel : dans une matrice A d'ordre 3, un mineur est un déterminant d'ordre 2 extrait de A
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Supposons par exemple que le mineur 
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32

23

22

11

a

a

a

a

M

=

 soit différent de 0. 

Le choix de ce mineur implique que deux des équations et deux des inconnues auront un rôle particulier à jouer : ce sont les équations et les inconnues dont les coefficients figurent dans le mineur choisi ; dans le cas présent, il s’agit des deux dernières équations et des inconnues y et z. Ces équations sont appelées les équations principales, tandis que les inconnues sont appelées les inconnues principales. L’équation restante est l’équation secondaire, tandis que l’inconnue restante est l’inconnue secondaire.

Le système
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Comme 
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, (2) et (3) forment un système de 2 équations à 2 inconnues, y et z, à solution unique. On peut donc exprimer y et z en fonction de x.

Du sous-système formé par les équations (2) et(3) : 
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On remplace ensuite y et z par leurs valeurs dans l'équation secondaire (1) et on obtient successivement : 
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appelé déterminant caractéristique relatif au mineur 
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. C’est le déterminant 
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 calculé dans le premier cas.

Or 

det A = 0.
Dès lors, deux cas se présentent :

· 
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 et l’équation secondaire (1) est indéterminée. Il en est alors de même du système.

· 
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et l’équation secondaire (1) est impossible. Il en est alors de même du système.

Conclusion

Lorsque 
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, on choisit un mineur 
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 et on calcule le déterminant caractéristique 
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 correspondant au mineur non nul choisi.
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On pose alors l'inconnue secondaire égale à un paramètre et on exprime les inconnues principales en fonction de ce paramètre.



· 3e cas : det A  =  0 et tous les mineurs sont nuls, un coefficient n’est pas nul
Supposons que le coefficient non nul soit 
[image: image430.wmf]11

a

.

Puisque tous les mineurs sont nuls, il est facile de démontrer, comme cela a été fait dans le cas des systèmes de deux équations à deux inconnues, que les coefficients de deux équations choisies au hasard sont proportionnels. Il est donc possible, quitte à multiplier les deux membres de l’une ou l’autre des équations du système par un nombre non nul, de faire en sorte que les trois équations s’écrivent sous la forme
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Si les trois 
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sont égaux, le système est doublement indéterminé. On pose alors chacune des inconnues secondaires égales à un paramètre et on exprime la troisième en fonction de ces paramètres.

Si un des 
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au moins est différent des autres, le système est impossible.

· 4e cas : tous les coefficients sont nuls
Le système devient


[image: image434.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

+

+

=

+

+

3

2

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

b

z

y

x

b

z

y

x

b

z

y

x


Si les termes indépendants sont tous nuls, le système est triplement indéterminé : tous les triplets 
[image: image435.wmf](
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sont solutions du système.

Si un au moins des termes indépendants n’est pas nul, le système est impossible.

Note

Ces systèmes peuvent être considérés comme systèmes linéaires « dégénérés ».

15. Systèmes homogènes de 3 équations linéaires à 3 inconnues

On considère le système : 
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qui peut s’écrire sous forme matricielle moyennant les conventions habituelles :
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· 1er cas : 
[image: image439.wmf]0

det

¹

A



[image: image440.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

=

=

=

=

=

=

=

=

0

det

0

det

0

det

0

det

0

det

0

det

A

A

D

z

A

A

D

y

A

A

D

x

z

y

x


La solution du système est donc
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· 2e cas : det A  =  0 et un des mineurs est non nul
Supposons que
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et le système est simplement indéterminé. On travaille alors comme cela a été vu dans le cas d’un système non homogène.

· 3e cas : det A  =  0, tous les mineurs sont nuls et un élément 
[image: image444.wmf]ij

a

est non nul.
Le système est doublement indéterminé et il suffit de travailler comme vu dans le cas d’un système non homogène.

· 4e cas : det A  =  0  et tous les éléments 
[image: image445.wmf]ij

a

de A sont nuls.
Le système est triplement indéterminé, comme cela a été vu dans le cas d’un système non homogène.

16. Résolution d'un système de 3 équations linéaires à 2 inconnues

On considère le système :
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qui peut s’écrire sous forme matricielle :
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dans lequel un des déterminants d'ordre 2 extrait de la matrice est non nul.

Les trois déterminants d'ordre 2 extraits de la matrice sont : 
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Supposons que
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Le système
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Le sous-système formé par les deux premières équations admet alors comme solution :
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Pour que le système donné soit compatible, il faut que la troisième équation soit vérifiée par ce couple. On remplace donc x et y dans la troisième équation par les valeurs trouvées et, pour que la troisième équation soit vérifiée, il faut que 
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Conclusion
Le système
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avec par exemple  
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est compatible si 


[image: image456.wmf]0

3

32

31

2

22

21

1

12

11

=

b

a

a

b

a

a

b

a

a


NB : Si les 3 déterminants  
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sont nuls, le système est soit impossible, soit indéterminé.

Chapitre 4. DISCUSSION D’ÉQUATIONS ET DE SYSTÈMES D’ÉQUATIONS LINÉAIRES

1. Définition

Un paramètre représente un nombre réel qui intervient dans une équation ou un système d’équations et duquel peut ou peuvent dépendre la ou les solutions de l’équation ou du système d’équations. Une équation paramétrique est en fait un "résumé" d'une famille d'équations.

Exemple

L'équation 
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 "résume" en une seule toutes les équations suivantes :
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et bien d'autres encore.

17. Équations paramétriques du premier degré à une inconnue

Exemple
Résoudre et discuter l’équation suivante (où m est le paramètre)
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On a successivement :
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Discussion :

· Le coefficient de x est différent de 0 :     
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· Le coefficient de x est nul : 

1r cas : 
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L’équation s’écrit : 
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qui est visiblement une équation indéterminée, ce qui signifie que toutes les valeurs de x sont solutions de l’équation :
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2e cas : 
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L’équation s’écrit :
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qui est visiblement une équation impossible, ce qui signifie qu’aucune valeur de x n’est solution de l’équation :


[image: image473.wmf]S

=Æ


18. Équations paramétriques du deuxième degré à une inconnue

Résoudre et discuter le nombre de racines de l’équation suivante (le paramètre est m) :
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Il est évident que si m = 0, cette équation devient une équation du premier degré et doit être traitée comme telle.

Calculons le discriminant ( de cette équation, le produit et la somme de ses racines :
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Le discriminant permet de connaître le nombre des racines : 2, 1 ou  suivant qu’il est positif, nul ou négatif, le produit permet de savoir si ces racines sont de mêmes signes ou de signes contraires et la somme permet de préciser ces signes quand ils sont les mêmes. Le plus simple et le plus clair est de présenter la discussion suivant un tableau comme ci-dessous.
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P
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L’équation se réduit à une équation du premier degré : -2x = 0 dont la racine est x = 0.
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19. Systèmes paramétriques de 2 équations linéaires à 2 inconnues

Résoudre et discuter le système suivant (où m est le paramètre) :
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Discussion

1er cas : 
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2e cas : 
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· Si 
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qui est visiblement un système impossible

· Si 
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Ce système se ramène à  
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, les droites représentant les équations sont sécantes.

Si 
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Si 
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les droites représentant les équations sont strictement parallèles.

20. Systèmes paramétriques de 3 équations linéaires à 3 inconnues

Résoudre et discuter le système (où m est le paramètre)
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Recherchons 
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Discussion

· 
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 : il y a une et une seule solution :


[image: image518.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

-

-

+

+

=

-

-

+

-

=

-

-

-

=

)

1

)(

4

(

2

16

15

²

7

)

1

)(

4

(

4

20

18

²

7

)

1

)(

4

(

2

m

m

m

m

z

m

m

m

m

y

m

m

m

x


· 
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 : deux cas se présentent m = 1 et m = 4
· m = 1 : 
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 : le système est impossible.

· m = 4 : 
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 : le système est impossible.

Notes

· Il suffit qu’un seul des trois déterminants 
[image: image522.wmf] ,   ou 
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soit différent de 0 pour que le système soit impossible.

· On aurait aussi pu remplacer m par sa valeur dans le système de départ et constater l’impossibilité.







� Hors programme.


� La géométrie analytique dans l’espace sera vue en sixième année.


� Si l’un de ces coefficients est nul, l’égalité peut s’écrire � EMBED Equation.3  ��� pour autant que � EMBED Equation.3  ��� et � EMBED Equation.3  ��� soient différents de 0. Si tel n’était pas le cas, le système ayant plusieurs coefficients nuls se réduirait à un système très simple qu’il serait facile d’étudier.


� Hors programme.
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