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Chapitre 1. GRAPHIQUES ET FONCTIONS

A. Révision : Fonctions réelles d’une variable réelle

1. Définitions

Une relation d'un ensemble A vers un ensemble B est un ensemble de couples dont le premier élément appartient à A et le second à B.
Une fonction f d'un ensemble A vers un ensemble B (on note f : A ( B) est une relation de A vers B qui, à tout élément de A, associe au plus un élément de B (c'est-à-dire zéro ou un élément de B).

[image: image276.wmf]o


De tout élément de A part une ou zéro flèche vers un élément de B.

Par contre, plusieurs flèches venant de A peuvent arriver en un élément de B.

Par exemple, on a, pour la fonction 
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Dans ce cours, nous nous intéresserons uniquement aux fonctions de 
[image: image2.wmf]R

 dans 
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, ces fonctions sont appelées fonctions réelles d'une variable réelle.

· Notation
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, on lit « fonction f de 
[image: image5.wmf]R

 dans 
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 qui envoie x sur f(x) », f(x) est l’image de x par la fonction f.

· Exemples

1. Fonctions du premier degré
f : x ( mx + p
(m ( 0) 
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2. Fonctions constantes
f : x ( c
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3. Fonction valeur absolue
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4. Fonctions polynômes

[image: image10.wmf]...

)

1

(

1

4

2

:

...

)

2

(

...

)

0

(

:

...

)

3

(

...

)

2

(

:

3

4

3

2

=

-

+

-

+

-

®

=

-

=

®

=

-

=

®

h

x

x

x

x

h

g

g

x

x

g

f

f

x

x

f




5. Fonctions rationnelles (quotients de fonctions polynômes)
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6. Fonctions irrationnelles (fonctions qui font intervenir des racines nèmes )
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7. Fonctions trigonométriques
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2. Domaine de définition d'une fonction

Exemples

1. Soit la fonction f : x 
[image: image14.wmf]®

 x². Quelle que soit la valeur réelle de x, f(x) existe : nous dirons que le domaine de définition de f est
[image: image15.wmf]R

. Nous écrirons dom f =
[image: image16.wmf]R

.
2. Soit la fonction f : x 
[image: image17.wmf]®
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. f(x) n'est définie que pour les valeurs positives de x. Cette condition est appelée condition d’existence.


Nous écrirons 



CE :  x ( 0

Par conséquent 



dom f = 
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+.

3. Soit la fonction f : x 
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dom f = 
[image: image23.wmf]R

0.

4.
Soit la fonction f : x 
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D'une manière générale : 

Le domaine de définition d'une fonction f, que nous appellerons simplement domaine de la fonction f, est l'ensemble des réels ayant une image par f.
En pratique, on déterminera le domaine d’une fonction en recherchant les nombres ne lui appartenant pas, il s’agit  notamment des nombres

· qui annulent un dénominateur, 

· qui rendent négatif le radicand d’une racine d’indice pair.

3. Graphique d'une fonction

[image: image278.wmf]²32

yxx

=++

[image: image279.wmf]4²2

yxx

=+

Le graphique d'une fonction f (fig. 1)  est l'ensemble des points du plan de coordonnées  (x, f (x)) où x ( dom f. 

Une équation du graphique de f est y = f(x).
Tous les points du graphique ont une ordonnée « y » égale à l'image « f(x) » de leur abscisse.





La figure 2 ne représente pas le graphique d'une fonction. En effet, le point d'abscisse a a trois images par 
[image: image27.wmf]f

, alors qu'il ne peut en avoir qu'une au maximum.

Voici les graphiques de quelques fonctions usuelles. 
Fonction identique

f1(x) = x
Fonction carré

f2(x) = x2
Fonction cube
f3(x) = x3
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Fonction racine carrée

f4(x) = 
[image: image31.wmf]x


Fonction racine cubique

f5 (x) = 
[image: image32.wmf]3
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Fonction valeur absolue

f6(x) = |x|
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Fonction inverse

f7(x) = 
[image: image36.wmf]x
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Fonction tangente

f10(x) = tg x
Fonction cotangente

f11(x) = cotg x
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Fonction sinus

f8(x) = sin x
Fonction cosinus

f9(x) = cos x
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Notons que pour construire rigoureusement le graphique d’une fonction f, il faudrait déterminer une infinité de points, cela est évidemment impossible !

Pour contourner cette difficulté, il existe une série d’outils que nous étudierons dans le cadre de ce cours.

4. Zéros
 et signe

Les zéros d'une fonction f sont les valeurs de x telles que f(x) = 0.

Une fonction f est positive pour une valeur x de la variable lorsque f(x) est positif. 

Une fonction f est négative pour une valeur x de la variable lorsque f(x) est négatif. 

Une fonction f est strictement positive pour une valeur x de la variable lorsque f(x) est strictement positif. 

Une fonction f est strictement négative pour une valeur x de la variable lorsque f(x) est strictement négatif.
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Quels sont les zéros de la fonction représentée ci-contre ?

Pourquoi ?

Les zéros cherchés sont 3 et 6 parce que 
[image: image43.wmf](3)(6)
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Graphiquement, les zéros d'une fonction sont les abscisses des points d'intersection de son graphique avec l'axe Ox.
Pour quelles valeurs de x la fonction est-elle positive ? À quoi le voyez-vous ?

La fonction ci-dessus dessinée est positive pour toutes les valeurs de x inférieures à 3 ou supérieures à 6, parce que les ordonnées des points correspondants à ces valeurs sont positives.

Pour quelles valeurs de x la fonction est-elle négative ? À quoi le voyez-vous ?

La fonction ci-dessus dessinée est négative pour toutes les valeurs de x comprises entre 3 et 6, parce que les ordonnées des points correspondants à ces valeurs sont négatives.

5. Croissance, maximum et minimum

Exemples

· La distance de freinage d d'une voiture est fonction de sa vitesse v. On peut donc écrire d = f(v) . Cette fonction est croissante parce que la distance de freinage augmente avec la vitesse.

· Le temps t mis pour aller de Paris à Bruxelles par la voie la plus directe est fonction de la vitesse moyenne de déplacement v du véhicule. On peut donc écrire t = g(v). Cette fonction est décroissante parce que plus la vitesse moyenne est élevée, plus la durée du déplacement sera courte.

La fonction dont le graphique est dessiné à la figure 1 ci-après est croissante car lorsque x augmente,  f(x) augmente.

La fonction dont le graphique est dessiné à la figure 2 ci-après est décroissante car lorsque x augmente,  f(x) diminue.

Une fonction f est croissante sur un intervalle [a, b] inclus dans son domaine 

si et seulement si
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Une fonction f est décroissante sur un intervalle [a, b] inclus dans son domaine

si et seulement si
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         Fig. 1 : Fonction croissante
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La fonction représentée ci-contre possède un maximum en a et un minimum en b.
Fig. 1 : Fonction croissante

La fonction représentée ci-contre possède un maximum en a et un minimum en b.
· [image: image282.wmf]22
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Une fonction f de 
[image: image47.wmf]R

 dans 
[image: image48.wmf]R

 présente un maximum en a (appartenant au domaine de f) s’il existe un intervalle ouvert comprenant a tel que tous les réels du domaine de f appartenant à cet intervalle ont une image inférieure ou égale à l’image de a.
· Une fonction f de 
[image: image49.wmf]R

 dans 
[image: image50.wmf]R

 présente un minimum en b (appartenant au domaine de f) s’il existe un intervalle ouvert comprenant b tel que tous les réels du domaine de f appartenant à cet intervalle ont une image supérieure ou égale à l’image de b. 
Il est clair que, d’après la définition qui vient d’être donnée, la fonction dessinée ci-contre possède un maximum en x = 0. Celui-ci est parfois appelé « maximum local » du fait que la fonction peut prendre des valeurs plus grandes en d’autres intervalles de son domaine.

Remarquons qu'une fonction ne peut posséder un maximum ou un minimum en a que si elle est définie en a. Le point du graphique d’une fonction correspondant à un maximum (respectivement un minimum) n’est pas nécessairement le point le plus haut (respectivement le plus bas) du graphique. La valeur prise par une fonction en un maximum peut même être inférieure à la valeur prise par cette fonction en un minimum.
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Fonction impaire
6. Parité
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La figure de gauche représente une fonction f dont le graphique est symétrique par rapport à l'axe Oy, on constate que pour toutes les valeurs de x appartenant à dom f, on a f(-x) = f(x). La figure de droite, quant à elle, représente une fonction dont le graphique est symétrique par rapport à l'origine O et on constate que pour toutes les valeurs de x appartenant à dom f, on a f(-x) = -f(x).

Fonction paire






      Fonction impaire

Une fonction f est dite paire 

si et seulement si
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Dans un repère orthonormé, le graphique d'une fonction paire est symétrique par rapport à l'axe Oy.
Une fonction f est dite impaire 

si et seulement si² 
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Dans un repère orthonormé, le graphique d'une fonction impaire est symétrique par rapport à l'origine O.

Remarques

· Pour qu’une fonction soit paire ou impaire, il faut que son domaine de définition soit symétrique par rapport à l’origine O.

· Si une fonction est paire ou impaire, il suffit de construire son graphique dans un des demi-plans limité par l'axe Oy, l'autre partie du graphique s'obtient par symétrie.

7. Périodicité

Sur le graphique ci-dessous, on constate que 
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La fonction représentée est une fonction périodique de période 2 parce que son graphique présente une régularité évidente : il est la juxtaposition d'une infinité de motifs identiques (de largeur 2) ; il est invariant par une translation de vecteur 
[image: image57.wmf]u
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Une fonction f est périodique de période p si et seulement s’il existe un nombre p strictement positif le plus petit possible tel que


[image: image58.wmf]:()().

 dom 

xffxfxp

"Î=+



Le graphique d'une fonction périodique de période p est invariant par une translation de vecteur 
[image: image59.wmf]u
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où 
[image: image60.wmf]u

r

 est le vecteur unité de l'axe Ox.

Nous avons vu l’an dernier que les fonctions sin et cos sont périodiques de période 2(, tandis que les fonctions tg et cotg sont périodiques de période (.

B. Égalité de deux fonctions

Deux fonctions f et g sont égales si et seulement si

· elles ont le même domaine  et
· en tout réel x de leur domaine, on a f(x) = g(x).
Exemple

On considère les fonctions f(x) = x + 2 et 
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On a :  dom f = 
[image: image62.wmf]R

   et   dom g = 
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\
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Ces deux fonctions ne sont pas égales. 

La fonction g est une restriction de f sur 
[image: image65.wmf]R

\
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 : si l'on restreint le domaine de f à celui de g, c'est-à-dire à 
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\
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, les fonctions f et g deviennent égales.

C. Somme et différence de fonctions
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Considérons deux fonctions réelles f : x 
[image: image69.wmf]®

 f(x) et g : x 
[image: image70.wmf]®

 g(x) définies sur un même intervalle
.

La fonction « somme de f et de g » est la fonction 

f + g : x 
[image: image71.wmf]®

 (f + g)(x) = f(x) + g(x).
Pour une abscisse donnée, l’ordonnée d’un point du graphique de f + g est la somme des ordonnées des points correspondants des graphiques de f et de g.
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La fonction « différence de f et de g » est la fonction 

[image: image290.wmf]2³8²104

yxxx

=----


[image: image72.wmf]:()()()()

fgxfgxfxgx

-®-=-

[image: image291.wmf]22

yx

=--

.

[image: image292.wmf]²32

yxx

=++

[image: image293.png]


[image: image294.wmf]22

yx

=--

Pour une abscisse donnée, l’ordonnée d’un point du graphique de f – g est la différence des ordonnées des points correspondants des graphiques de f et de g.

Exemples

Considérons les fonctions 

f : x 
[image: image73.wmf]®

 x² + 3x + 2  (paraboles noires sur les figures) et 
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 (droites noires sur les figures).
On a : 
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(parabole grise de la première figure) et
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 (parabole grise de la deuxième figure).
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Produit et quotient de deux fonctions
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Considérons deux fonctions réelles 
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g  définies sur un même intervalle.
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La fonction « produit de f et g » est la fonction 
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Pour une abscisse donnée, l’ordonnée d’un point du graphique de fg est le produit des ordonnées des points correspondants des graphiques de f et de g.
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La fonction
 « quotient de f et g » est la fonction
[image: image80.wmf]g

f
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Pour une abscisse donnée, l’ordonnée d’un point du graphique de 
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 est le quotient des ordonnées des points correspondants des graphiques de f et de g.
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Figure 2

Exemples

Considérons les fonctions 
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 (paraboles noires sur les figures) et 
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 (droites noires sur les figures).
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On a : 
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(courbe grise de la figure du haut)

et       
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(droite grise de la figure du bas).
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Le point d'abscisse -1 marqué d'une croix ne fait pas partie du graphique de la fonction quotient car celle-ci n’est pas définie en ce point.

E. Fonctions composées
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Considérons deux fonctions réelles 

[image: image314.png]


f : x 
[image: image88.wmf]®

 f(x) et g : x 
[image: image89.wmf]®

 g(x).

La fonction composée
 de f et de g est la fonction x 
[image: image90.wmf]®

 g[f(x)].
Pour une abscisse donnée, l’ordonnée z d’un point du graphique de cette fonction est obtenue de la manière suivante : on calcule la valeur de y = f(x), puis la valeur de z = g(y).
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Il est clair que le domaine de la fonction g n’est pas quelconque : il doit être inclus dans l’image de la fonction f.

Exemples

Considérons les fonctions 
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 (paraboles noires sur les figures) et 
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On a : 
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(parabole grise sur la figure du haut)
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image95.wmf]
(parabole grise sur la figure du bas).



F. Comparaison de deux fonctions

La comparaison de deux fonctions consiste à rechercher pour quelles valeurs de la variable x, l’image de x par l’une est plus grande (ou plus petite) que l’image par l’autre. Graphiquement, il s’agit de comparer les ordonnées des points représentatifs des deux fonctions pour une même valeur de l’abscisse. Algébriquement, il suffira de rechercher le signe de la fonction « différence entre les deux fonctions ».

Considérons deux fonctions f et g définies sur un même intervalle I inclus dans 
[image: image96.wmf]R


· f est inférieure à g, si pour tout x appartenant à I, f(x) 
[image: image97.wmf]£

 g(x) ce qui peut aussi s’écrire f(x) – g(x) 
[image: image98.wmf]£

 0.
· f est supérieure à g, si pour tout x appartenant à I, f(x) 
[image: image99.wmf]³

 g(x) ce qui peut aussi s’écrire f(x) - g(x) 
[image: image100.wmf]³

 0.
· f est strictement inférieure à g, si pour tout x appartenant à I, f(x) < g(x) ce qui peut aussi s’écrire f(x) – g(x) < 0.

· f est strictement supérieure à g, si pour tout x appartenant à I, f(x) > g(x) ce qui peut aussi s’écrire f(x) – g(x) > 0.

Exemple
Considérons à nouveau les fonctions 
[image: image101.wmf]:²32
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 (droite noire sur la figure). La question posée est de savoir quand la fonction f est plus grande que la fonction g. L’examen des graphiques montre clairement que la fonction f est donc plus grande que la fonction g donc pour toutes les valeurs de x inférieures à –4 ou supérieures à –1. Cependant, il faut bien réaliser que les équations données sont simples et que les zéros des fonctions sont entiers. Il n’est pas difficile d’imaginer des exemples où la simple lecture d’un graphique n’est pas aussi aisée.


De façon algébrique, on peut aussi considérer la fonction 

f – g : x 
[image: image103.wmf]®

 x² + 5x + 4

Celle-ci (parabole grise sur la figure) est positive pour les valeurs situées à l’extérieur de l’intervalle défini par ses zéros (-4 et –1), ce qui confirme les résultats qui précèdent. Il suffit donc de résoudre une inéquation. Tant qu’elle est du premier ou du deuxième degré ou décomposable facilement en facteurs de ces degrés, le problème reste simple. Il se complique sérieusement lorsque la décomposition d’un facteur de degré supérieur au deuxième ne se fait pas par les méthodes que nous connaissons.



Chapitre 2. LES NOMBRES REELS

A. Introduction

Précédemment, nous avons étudié 

· l’ensemble des naturels 
[image: image104.wmf]{
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· l’ensemble des nombres entiers  
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· l’ensemble des nombres rationnels Q c’est-à-dire l’ensemble des nombres pouvant s'écrire sous la forme du quotient de deux nombres entiers (le second n’étant pas nul) : 
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Remarquons que chacun de ces ensembles contient le précédent : pour pouvoir effectuer certaines opérations, le mathématicien a été obligé d’inventer d’autres nombres et de travailler dans un ensemble plus vaste. Nous allons continuer le procédé et introduire les nombres réels.
Un nombre rationnel peut s'écrire sous la forme d’un nombre décimal limité ou illimité périodique. Il existe des nombres qui ne sont pas rationnels : ce sont les nombres décimaux illimités non périodiques. Ils forment l’ensemble I des nombres irrationnels. Un tel nombre ne peut jamais s’écrire sous la forme d’une fraction à termes entiers.
Nous avons déjà rencontré le nombre 
[image: image107.wmf]2

. Montrons qu’il s’agit bien d’un nombre irrationnel. A cet effet, supposons qu’il s’agisse d’un nombre rationnel. Dès lors, 
[image: image108.wmf]2

 peut s’écrire sous la forme d’une fraction que nous supposerons irréductible
. On a donc 
[image: image109.wmf]b
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 où a et b sont premiers entre eux.

Par élévation au carré, on trouve : 
[image: image110.wmf]²
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 et donc a² = 2b², ce qui signifie que a² est un multiple de 2 et donc que a est un multiple de 2 (car le carré d’un nombre impair est un nombre impair
). Dès lors, il faut nécessairement que b² soit divisible par 2 et donc aussi b.  a et b auraient donc un diviseur commun (2), ce qui est impossible puisque nous avons supposé que a été b étaient premiers entre eux. Donc 
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 est effectivement un nombre irrationnel.
c.q.f.d.

Nous avons rencontré d’autres nombres irrationnels : entre autres (, 
[image: image112.wmf]3
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Parmi les nombres réels, on distingue :

· les nombres transcendants qui ne sont pas solution d’une équation à coefficients entiers ;

· les nombres non transcendants qui sont solutions d’une équation à coefficients entiers .

Exemples


[image: image113.wmf]2

 est un nombre irrationnel non transcendant car il est une solution de l'équation 
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 est un nombre transcendant.

L’ensemble 
[image: image116.wmf]R

 des nombres réels est la réunion des ensembles des nombres rationnels et irrationnels.

D’après la définition d’un nombre irrationnel, il est clair que l’ensemble des nombres rationnels et celui des nombres irrationnels sont deux ensembles disjoints. On a
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Nous savons déjà que
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que l’on peut compléter et obtenir
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Les différents ensembles de nombres dont question ci-dessus (réels, rationnels, entiers ou naturels) sont ordonnés c’est-à-dire que 
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G. La droite réelle

8. Définition

La droite réelle est une droite sur laquelle on a choisi

· un point O, appelé origine, d'abscisse 0 ;

· un sens positif que l’on indique par une flèche ;

· une unité de mesure.

D’habitude, mais rien n’oblige à se conformer à cette habitude, la droite réelle est dessinée horizontalement, le sens positif choisi de gauche à droite et l’unité en fixant un deuxième point sur la droite. Son abscisse sera le nombre 1.
Si le nombre y est positif, nous le représenterons par un point N situé sur la droite graduée à une distance y à droite du point O. De même, si x est négatif, nous le représenterons par un point N situé sur la droite graduée à une distance -x à gauche du point O. 
Cette construction crée une correspondance biunivoque entre les nombres réels et les points de la droite : à chaque nombre réel correspond un et un seul point de la droite graduée et réciproquement à chaque point de la droite graduée correspond un et un seul nombre réel (appelé l’abscisse du point)
.

9. Propriétés
Entre deux nombres réels quelconques, il existe toujours des nombres rationnels et des nombres irrationnels.

Géométriquement, cela signifie qu’entre deux points quelconques de la droite graduée, on peut toujours trouver des points d’abscisse rationnelle et des points d’abscisse irrationnelle.
Exemple 

[image: image127.wmf]3,53,553,6
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La démonstration de cette propriété sort du cadre des présentes notes.

Tout nombre irrationnel peut être approché avec le degré de précision choisi à l’aide de nombres rationnels qui l’encadrent.

Soit a un nombre irrationnel positif
 et choisissons de déterminer des valeurs approchées (par défaut et par excès) de a à 0,001 près.
Il est évident que a est compris entre deux nombres entiers consécutifs n et n + 1. Représentons ces deux nombres sur la droite graduée et divisons le segment ainsi obtenu en 10 parties égales. Le point A représentant a se trouve nécessairement entre deux sous-graduations qui définissent un nouveau segment : s’il était sur la sous-graduation créée, il représenterait un nombre rationnel. Les sous-graduations expriment les dixièmes. Divisons le nouveau segment en 10 parties égales et nous obtenons les centièmes. Le point A ne se trouve toujours pas sur la nouvelle sous-graduation pour la même raison que précédemment. En refaisant une troisième fois la même construction, on obtient les millièmes. Pour mieux comprendre ce raisonnement théorique un peu compliqué, appliquons-le immédiatement à un exemple :
Considérons le nombre irrationnel a = 
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Nous savons que
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et par agrandissements successifs :
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etc.

On peut aussi dire que l’on a déterminé
[image: image133.wmf]2

à une unité près par défaut (ou par excès), à 0,1, 0,01, 0,001, … près par défaut (ou par excès).

10. Axiome de continuité

L’axiome de continuité peut s’énoncer de deux manières équivalentes:

De manière géométrique : 

Toute suite illimitée de segments fermés emboîtés dont la longueur devient aussi petite que l'on veut définit un et un seul point.

De manière algébrique : 

Toute suite illimitée d’intervalles fermés emboîtés dont la longueur devient aussi petite que l'on veut définit un et un seul réel.



H. Valeur absolue d’un nombre réel

11. Définition

La valeur absolue d’un nombre est 

· ce nombre s’il est positif

· son opposé s’il est négatif.

La valeur absolue du nombre r se note 
[image: image134.wmf]r
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De la définition, on déduit que
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Conséquences :
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12. Valeur absolue d’une somme

On considère deux ou plusieurs nombres réels a, b, c, … quelconques. D’après ce qui précède, on a successivement :
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Si 
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Dans tous les cas, on a
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ce qui peut s’énoncer : "La valeur absolue d’une somme de réels est inférieure ou égale à la somme des valeurs absolues de ces réels."

Corollaire
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13. Valeur absolue d’une différence

Tenant compte du fait que a – b = a + (-b), le théorème précédent implique 
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14. Valeur absolue d’un produit

On considère deux ou plusieurs nombres réels a, b, c, … quelconques et un nombre naturel n quelconque. D’après ce qui précède, on a successivement :

1r cas : 
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Dès lors : 
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2e cas : 
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Dès lors : 
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3e cas : 
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Dès lors : 
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4e cas : 
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Dès lors : 
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Dans tous les cas, on a
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ce qui peut s’énoncer : "La valeur absolue d’un produit de réels est égale au produit des valeurs absolues de ces réels."

Corollaire
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15. Valeur absolue d’un quotient

On considère deux nombres réels a et b quelconques, b n’étant pas nul. On a successivement


[image: image163.wmf]
et
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ce qui peut s’énoncer : "La valeur absolue du quotient de deux réels (le second n’étant pas nul) est le quotient des valeurs absolues de ces réels."

Cas particulier
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I. Opérations fondamentales sur les nombres réels

Les opérations sur les nombres réels ne posent aucun problème tant que ceux-ci sont des nombres rationnels. Par contre, lorsqu’un des nombres intervenant dans une opération est irrationnel, quelques difficultés surgissent du fait qu’un tel nombre est défini par un encadrement. Les résultats des différentes opérations que nous allons considérer (addition, soustraction, multiplication et division) seront eux aussi définis par un encadrement.


Considérons donc deux nombres réels x et y définis respectivement par leurs encadrements

a < x < A            (1)

b < y < B            (2)

16. Addition

Pour calculer la somme des nombres x et y, il suffit d’additionner membre à membre les inégalités (1) et (2) :
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17. Soustraction

Les propriétés des inégalités ne permettent pas de soustraire des inégalités de même sens. C’est pourquoi nous écrirons l’inégalité (2) sous la forme :
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      (2’)

et nous additionnons membre à membre les inégalités (1) et (2’) :
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18. Multiplication

Du fait que la valeur absolue d’un produit est égal au produit des valeurs absolues, le plus simple est de travailler avec les valeurs absolues des nombres x et y. Il est toujours possible de trouver un encadrement de ces valeurs absolues tel que les nombres qui définissent les encadrements soient tous positifs :
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ce qui entraîne par multiplication membre à membre (ce qui est autorisé puisque tous les membres sont positifs) :
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Il suffit maintenant de tenir compte des signes de x et de y pour déterminer celui du produit xy.

19. Division

Comme pour la multiplication et pour les mêmes raisons, nous travaillerons avec les valeurs absolues. Nous supposerons évidemment que y (ainsi que les limites qui définissent son encadrement) est différent de 0, sans quoi la division n’a pas de sens. Nous pouvons donc écrire
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Du fait qu’il n’est pas possible de diviser membre à membre deux inégalités de même sens, nous remplacerons la seconde par la suivante :
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que nous multiplions membre à membre avec la première :
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ce qui peut s’écrire :
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J. Valeurs approchées - Encadrements

20. Exemple
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21. Définitions

· Les valeurs approchées par défaut a et par excès 
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 du réel r à l’approximation 
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 près sont des réels tels que
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· L’approximation sur un réel r est la différence entre la valeur approchée par excès et la valeur approchée par défaut.
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· L’intervalle 
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 est l’encadrement du réel r.

22. Propriété

Tout nombre réel peut être exprimé avec le degré de précision que l'on veut à l'aide de nombres rationnels.

Chapitre 3. LES SUITES

A. Suites numériques

23. Application

Une application d’un ensemble A dans un ensemble B est une fonction
 de A dans B qui à tout élément de A fait correspondre un et un seul élément de B.


La relation ci-contre est une fonction, mais n’est pas une application car l’élément y n’est l’origine d’aucun couple de la relation.




La relation ci-contre est une application (et donc aussi une fonction) car tout élément de l’ensemble A est origine d’un et un seul couple de la relation.

24. Définition

Une suite numérique est une application de 
[image: image189.wmf]0

N

 dans 
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Par souci de simplification, il nous arrivera souvent d’omettre l’adjectif « numérique » et de dire simplement « suite ».

· Pour reconnaître un terme d’une suite, on utilise une notation indicée : chaque terme est noté par une lettre affecté d’un indice naturel (différent de 0) qui indique sa place (ou son rang) dans la suite.
· Les réels a1, a2, a3, …, an, … forment une suite.
· Les termes de la suite sont les nombres qui la composent.
· Le terme général de la suite se note an et la suite (an ) avec 
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25. Exemples

· 
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 est une suite de premier terme 1 et dont le terme général s’écrit  
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 est une suite de premier terme 0 et dont le terme général s’écrit  
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est une suite de premier terme 0 et dont le terme général s’écrit  
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est une suite de premier terme 0 et dont le terme général s’écrit  
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· 
[image: image201.wmf](2 , 4, 8, 16, …) est une suite de premier terme 2 et dont le terme général s’écrit  
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26. Croissance et décroissance

· Une suite (an) est croissante si et seulement si 
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· Une suite (an) est décroissante si et seulement si 
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· Une suite (an) est strictement croissante si et seulement si 
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· Une suite (an) est strictement décroissante si et seulement si 
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Exemples

· La suite (5n) est strictement croissante.

· La suite (-5n) est strictement décroissante.

Il est évident qu’il existe des suites qui ne sont ni croissantes, ni décroissantes.

Exemple

(5, -10, 20, -40, …) qui peut s’écrire 
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27. Suite alternée

Une suite est alternée lorsque chaque terme a le signe contraire de ceux qui l’entourent.

Exemple : (
[image: image211.wmf]n
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28. Détermination d’une suite

On peut définir le terme général de deux manières : 

Formule explicite : le terme général est défini par une expression dépendant de n. Cette formule permet de déterminer tous les termes de la suite.

Exemple :  terme général  
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La suite est (3, 5, 7, 9, …)

Détermination par récurrence : le terme général est défini par une expression qui le lie au terme précédent. Elle ne permet pas de déterminer le premier terme de la suite, il faudra donc le donner pour que la suite soit entièrement définie
.

Exemple :  terme général  
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La suite est  (3, 5, 7, 9, 11, …)

K. Les suites arithmétiques

29. Définitions

Une suite arithmétique est une suite de nombres réels tels que chacun d’eux à partir du deuxième est égal au précédent augmenté d’un même nombre r appelé raison.

La moyenne arithmétique de deux ou plusieurs nombres est le quotient de leur somme par le nombre de ceux-ci.

30. Exemple

(3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, …)

est une suite arithmétique de premier terme 3 et de raison 4.

La moyenne arithmétique des nombres 3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31 est 
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31. Expression du terme général

Par définition, on a 

a2 = a1 + r 

a3 = a2 + r = a1 + 2 r

a4 = a3 + r = a1 + 3 r
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an =an-1 + r = a1 + (n – 1) r

Donc 

an = a1 + (n – 1) r 

On peut montrer de la même manière que

an = ap + (n – p) r
32. Propriétés

· Dans une suite arithmétique limitée, la somme de deux termes équidistants des termes extrêmes est égale à la somme de ces derniers.

Considérons donc une suite arithmétique de n termes notés a1, a2, a3, …, an, le 
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Par addition membre à membre, on obtient :
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c.q.f.d.

· Un terme d’une suite arithmétique est la moyenne arithmétique des deux termes qui l’encadrent
.
Dans les mêmes conditions que pour la propriété précédente, on a 
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et
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c.q.f.d.

· Si la raison r est strictement positive, la suite arithmétique est strictement croissante.

· Si la raison r est nulle, la suite arithmétique est formée de termes égaux : ce cas manque évidemment d’intérêt ; la suite est constante.

· Si la raison r est strictement négative, la suite arithmétique est strictement décroissante.

33. Somme de n termes consécutifs d’une suite arithmétique

Nous désirons établir une formule qui permet de calculer rapidement la somme de n termes consécutifs d’une suite arithmétique : 
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Par addition membre à membre, on obtient :
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et en vertu de la première propriété
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ce qui entraîne :
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L. Les suites géométriques

34. Définitions

Une suite géométrique est une suite de nombres réels tels que chacun d’eux à partir du deuxième est égal au précédent multiplié par un même nombre q appelé raison. 

La raison est toujours différente de 0 et de 1 ; le premier terme est toujours différent de 0.

La moyenne géométrique de deux nombres positifs est la racine carrée de leur produit.

35. Exemple

(2, 4, 8, 16, 32, 64 …)

est une suite géométrique de premier terme 2 et de raison 2.

La moyenne géométrique des nombres 2 et 8 est 4 parce que 
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36. Expression du terme général

Par définition, on a 
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Donc 
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37. Propriétés

· Dans une suite géométrique limitée, le produit de deux termes équidistants des termes extrêmes est égal au produit de ces derniers.

Considérons donc une suite géométrique de n termes notés a1, a2, a3, …, an,. le 
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 terme en commençant par la fin est le terme 
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c.q.f.d.

· La valeur absolue d'un terme d’une suite géométrique est la moyenne géométrique des deux termes qui l’encadrent
.
Dans les mêmes conditions que pour la propriété précédente, on a :
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En multipliant membre à membre et en tenant compte de la première propriété, on obtient :
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c.q.f.d.

Lorsque le premier terme de la progression géométrique est strictement positif, on a :

· Si la raison q est strictement plus grande que 1, la suite géométrique est strictement croissante.

· Si la raison q est égale à 1, la suite géométrique est formée de tous termes égaux : ce cas manque évidemment d’intérêt ; c’est la raison pour laquelle nous l’avons éliminé.

· Si la raison q est strictement comprise entre 0 et 1, la suite géométrique est strictement décroissante.

· Si la raison q est égale à 0, à l’exception du premier terme, la suite géométrique est composée uniquement de 0 ; ce cas manque aussi d’intérêt et peut poser des problèmes ; c’est pourquoi nous l’avons aussi éliminé.

· Si la raison q est strictement négative, la suite géométrique est alternée : le signe de chaque terme est différent du signe de ceux qui l’encadrent.

Lorsque le premier terme de la progression géométrique est strictement négatif, on a :

· Si la raison q est strictement plus grande que 1, la suite géométrique est décroissante.

· Si la raison q est égale à 1, la suite géométrique est formée de tous termes égaux : ce cas manque évidemment d’intérêt ; c’est la raison pour laquelle nous l’avons éliminé.

· Si la raison q est strictement comprise entre 0 et 1, la suite géométrique est croissante.

· Si la raison q est égale à 0, à l’exception du premier terme, la suite géométrique est composée uniquement de 0 ; ce cas manque aussi d’intérêt et peut poser des problèmes ; c’est pourquoi nous l’avons aussi éliminé.

· Si la raison q est strictement négative, la suite géométrique est alternée : le signe de chaque terme est différent du signe de ceux qui l’encadrent.

38. Somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique

On a successivement :
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et par différence membre à membre 
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Donc 
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39. Produit de n termes consécutifs d’une suite géométrique

Il s’agit de calculer le produit  
[image: image250.wmf]123

....

n

Paaaa

=


On a


[image: image251.wmf]123

....

n

Paaaa

=


et


[image: image252.wmf]121

....

nnn

Paaaa

--

=


en multipliant membre à membre, on obtient 
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Dès lors 
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M. Les suites harmoniques

40. Définitions

La moyenne harmonique de deux nombres a et b est le nombre h tel que 
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La propriété qui permet de définir la moyenne harmonique de deux nombres peut aussi s’écrire :
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La moyenne harmonique de deux nombres apparaît dès lors comme l’inverse de la moyenne arithmétique des inverses des nombres donnés.

Une suite harmonique est une suite numérique telle que chaque terme est la moyenne harmonique des deux termes qui l’encadrent.

41. Exemple
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En effet : 
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42. Propriété

Toute suite arithmétique ne comprenant aucun 0 donne lieu à une suite harmonique et réciproquement : il suffit de prendre les inverses des termes d’une suite arithmétique pour obtenir une suite harmonique et réciproquement.

Cette propriété est évidente d’après ce qui précède.

N. Les intérêts

43.  Définitions

L'intérêt est l'indemnité que donne au propriétaire d'une somme d'argent celui qui en a joui pendant un certain temps.

Divers éléments interviennent dans le calcul de l'intérêt :

· Le capital est la somme d'argent prêtée ou placée (dont question ci-dessus).

· Le temps est la durée du placement.

· Le taux pour un est l'intérêt convenu pour un placement de 1 euro pendant un an.

Lors d'un placement ou d'un prêt, le prêteur et l'emprunteur fixent un certain nombre de conventions qui serviront de base au calcul de l'intérêt :

· Les échéances au bout desquelles les intérêts sont exigibles (doivent être payés) : tous les mois, tous les trois mois, tous les six mois, tous les ans, …

· Le taux pour un doit être précisé.

· L'intérêt produit par un capital est proportionnel au capital et au temps.

· L'intérêt est payé au prêteur ou est ajouté au capital : dans le premier cas, il s'agit d'intérêt simples; dans le second, d'intérêts composés.

On distingue en général deux sortes d'intérêts :

· L'intérêt simple est soit régulièrement perçu par le propriétaire du capital, soit ajouté au capital sans qu'il produise d'intérêt supplémentaire.
· L'intérêt composé s'ajoute au capital chaque année (ou à d'autres intervalles de temps fixés d'avance) pour produire lui aussi des intérêts (à un taux qui peut être différent de celui du placement initial). Il y a capitalisation des intérêts. 

Notations


Le capital initial est noté C.


Le taux pour un est noté r.


La durée (temps) du placement est noté n. Il s'agit de l'espace de temps qui sépare deux échéances consécutives.


L'intérêt est noté i.

44. Intérêts simples

L'intérêt est proportionnel

· au capital placé

· à la durée du placement (qui sera exprimée en années)

· au taux.

Il en résulte que l’intérêt est donné par la formule
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La valeur acquise 
[image: image260.wmf]n

C

 est la valeur du capital et des intérêts après n années. Donc
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Exemple 

Supposons que l’on place un capital de 1.000 euros à intérêts simples pendant 10 ans au taux de 3 %. La valeur acquise de ce capital après chaque année peut s’écrire
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Il est donc clair que les différentes valeurs ainsi obtenues forment une progression arithmétique de premier terme c et de raison cr.

45. Intérêts composés

Il y a lieu de travailler par période et de calculer les intérêts au bout de chaque période et de les capitaliser. Pour fixer les idées, étudions ce qui se passe sur un exemple.

Exemple

Un capital de 1.000 euros est placé à intérêts composés au taux annuel de 3 % pendant 10 ans. La capitalisation se fait chaque année.

A la fin de la première année, le capital aura produit 30 euros d’intérêts et sera devenu 

1.000 euros + 30 euros = 1.030 euros (valeur acquise 
[image: image263.wmf]1

C

).

A la fin de la deuxième année, l’intérêt produit sera de 

1.030 euros x 0,03 = 30,90 euros

La valeur acquise 
[image: image264.wmf]2

C

 sera donc

1.030 euros + 30,90 euros = 1.060,90 euros.

= 1.030 euros (1 + 0,03)

=1.000 euros (1 +0,03)²


[image: image265.wmf]M


Après 10 ans, la valeur acquise 
[image: image266.wmf]10

C

 sera 

1.000 euros (1 + 0,003)10 = 1.343,92 euros

D’une manière générale, si le capital de départ est 
[image: image267.wmf]C

, le taux (pour un) r et le temps n (exprimé en années), on peut s’écrire : 

A la fin de la première année : 
[image: image268.wmf]1

(1)

Cccrcr

=+=+


A la fin de la deuxième année : 
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(1)(1)(1)(1)(1)²

Ccrcrrcrrcr

=+++=++=+



[image: image270.wmf]M


A la fin de la 
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n

 année : 
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Les valeurs 
[image: image273.wmf]12
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 forment une progression géométrique de premier terme 
[image: image274.wmf]C

 et de raison 
[image: image275.wmf](1)
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Dans ce qui précède, nous avons supposé implicitement que la période de placement du capital était une année. Il est évidemment possible de partir d’une période plus courte ou plus longue, un mois par exemple. Il faut alors modifier le raisonnement en conséquence.
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� Certains auteurs préfèrent parler de « racines » d’une fonction. Nous éviterons cette expression parce que nous la réservons aux équations.


� Il faut évidemment que –x appartienne au domaine de définition de la fonction, sans quoi f(-x) n’existe pas.


� Dans le cas où le domaine des deux fonctions n’est pas le même, il y a lieu soit de travailler dans un intervalle commun à ces domaines, soit de  travailler dans l’intersection des domaines. 


� Il faut évidemment que le dénominateur ne soit pas nul. Le domaine de définition de la fonction quotient devra éventuellement être réduit en conséquence. Dans l’exemple choisi, on peut simplifier par x + 1 car il est supposé que le dénominateur n’est pas nul.


� Plus précisément, il s’agit d’une cubique (courbe dont l’équation est du troisième degré).


� Certains auteurs utilisent l’expression « fonction de fonction ».


� Certains auteurs notent la composée f� EMBED Equation.3  ���g et la lisent « g rond f », f après g ou même parfois « f rond g », ce qui peut donc prêter à confusion.


� Si tel n’était pas le cas, il suffirait de la simplifier pour se trouver devant une fraction irréductible.


� En effet, si a n’était pas un multiple de 2, il pourrait s’écrire sous la forme (2n + 1) et on aurait a² = (2n + 1)² = 4n² +4n + 1 qui est un nombre impair.


� Certains auteurs préfèrent parler de « droite munie d’un repère ».


� Cette correspondance biunivoque permet souvent d’employer indifféremment l’expression « nombre x » ou « point x », même si, dans certains cas, il s’agit d’un abus de langage.


� Si a n’est pas positif, il suffit de travailler avec les valeurs absolues (voir plus loin) et de tenir compte du signe "–" à la fin du raisonnement.


� Rappel de notions vues en 3e année.


� Pour rappel, une fonction f d'un ensemble A vers un ensemble B (on note f : A ( B) est une relation de A vers B qui, à tout élément de A, associe au plus un élément de B (c'est-à-dire zéro ou un élément de B).


� On peut aussi donner un terme quelconque de la suite à condition de préciser son rang.


� Certains mathématiciens préfèrent l’expression « progressions arithmétiques ».


� Cette propriété peut servir de définition.


� Certains mathématiciens préfèrent l’expression « progressions géométriques ».


� Cette propriété peut servir de définition.


� Ne figure pas au programme.


� Hors-programme.
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Fig. 2 : Fonction décroissante
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