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Chapitre 7. LES DÉRIVÉES

A. Introduction

Le concept de « dérivée » qui va être introduit dans le présent chapitre va faire découvrir tout ce qui manque encore pour pouvoir représenter graphiquement une fonction 
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. Les dérivées permettent de déterminer les variations de
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, c’est-à-dire de

· Connaître les intervalles dans lesquels 
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 est croissante ou décroissante,

· Déterminer, s’ils existent, les extremums de la fonction,

· Déterminer les points éventuels pour lesquels le graphique admet une tangente verticale,

· Déterminer la concavité de la courbe et ses points d’inflexion éventuels.

B. Rappels

1. Accroissements et taux d’accroissement

Pour deux valeurs données 
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 et 
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 de la variable x, l’accroissement 
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 de x est la différence 
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Cela signifie simplement que l’accroissement 
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 est donné par la formule
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Pour deux valeurs données 
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 et 
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 de la variable x, l’accroissement 
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 de la fonction 
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 est la différence 
[image: image25.wmf]21

()()

fxfx

-

.

[image: image647.wmf]12

xxx

D


[image: image648.png]



Il en résulte que
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C’est l’accroissement de f entre 
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Le taux d’accroissement de la fonction 
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est le rapport entre les accroissements 
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Il s’agit donc du quotient 
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2. Coefficient angulaire d’une droite

Le coefficient angulaire
 (ou coefficient de direction) de la droite d’équation 
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 est m.
Le coefficient angulaire m de la droite passant par les points 
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 pour autant que 
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 soit différent de 
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. Il représente donc le taux d’accroissement de la fonction 
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Pour rappel, l’équation de la droite de coefficient angulaire m donné et passant par le point A de coordonnées 
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De plus, en axes orthonormés, 
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 où ( représente l’angle formé par l’axe Ox et la droite représentant la fonction donnée.

3. Sécante à une courbe

[image: image656.wmf]D

y


On considère une courbe C d’équation y = f(x) et deux points A et B situés sur cette courbe. La droite AB est sécante à la courbe C.

Une droite est sécante à une courbe lorsqu’elle coupe cette courbe.

4. [image: image657.wmf]1
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Tangente à une courbe

Si les points A et B sont confondus, la droite s devient tangente à la courbe. C’est ce qui arrive notamment lorsque A reste fixe et que B se déplace sur la courbe vers A jusqu’à être confondu avec A.

Lorsque l’un des deux points d’intersection de la courbe et de la sécante se rapproche de l’autre jusqu’à être confondu avec celui-ci, la sécante porte le nom de tangente.

Il résulte de cette définition que le coefficient angulaire de la tangente t à une courbe C en un point A est la limite du coefficient angulaire d’une sécante s comprenant le point A lorsque le point B tend vers A.

Remarque

· Une tangente à une courbe peut couper celle-ci en un ou plusieurs points.

Exemple
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Considérons la fonction 
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 et la tangente à son graphique au point d’abscisse –0,5.

C. Nombre dérivé et fonction dérivée

On supposera dans la suite de ce chapitre que les conditions d’existence sont vérifiées.
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5. Position du problème

Considérons la fonction : 
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 et le point 
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 situé sur la courbe C représentant cette fonction.

Le problème consiste à déterminer le coefficient angulaire de la tangente à la courbe C au point A.
A cet effet, choisissons un autre point 
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4

,

(

2

x

x

B

 quelconque, mais situé également sur la courbe C.

On trace la droite AB.

Le coefficient angulaire de la sécante s est   
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Lorsque B se déplace sur la courbe C en direction de A, ce coefficient angulaire varie, mais l’expression qui permet de le calculer reste la même. 

Quand B s’approche de A, la droite s s’approche de la tangente et lorsque B arrive en A, s est confondue avec la tangente. Le coefficient angulaire de la tangente est la limite de l’expression ci-dessus lorsque x tend vers 2. 

On constate (graphiquement) que le coefficient angulaire de la tangente t  vaut 1.

On calcule algébriquement ce coefficient angulaire et on obtient : 
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On dit que  1  est le nombre dérivé de 
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 en 2 : on notera : 
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De la même façon, calculons 
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et 
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et enfin 
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On peut ainsi calculer le coefficient angulaire de la tangente t à la courbe d’équation 
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 en n’importe quel point d’abscisse donnée grâce à la fonction :   
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 est la fonction dérivée de la fonction 
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6. Définitions

On considère la fonction :  
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 que l’on suppose continue en 
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· Le coefficient angulaire de la tangente à la courbe d’équation 
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 au point d’abscisse a est :
[image: image68.wmf]a

x

a

f

x

f

a

f

a

x

-

-

=

®

)

(

)

(

lim

)

(

'

 si cette limite existe.

Comme on l’a dit, il s’agit du nombre dérivé de 
[image: image69.wmf]f

 en a.

· S’il existe, le nombre dérivé d’une fonction en un point de celle-ci est le coefficient angulaire de la tangente à la courbe représentative de cette fonction en ce point.

· L'équation de la tangente au point d'abscisse a s'écrit
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· Une fonction est dérivable en a si et seulement si 
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 est un nombre réel.

· Une fonction est dérivable à gauche en a si et seulement si 
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· Une fonction est dérivable à droite en a si et seulement si 
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 existe et est un nombre réel.

· Une fonction dérivable à gauche et à droite en a est dérivable en a.
· La fonction f’ dérivée de la fonction f est la fonction qui applique tout point sur le nombre dérivé en ce point : 
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.
· Dériver une fonction, c’est rechercher sa fonction dérivée.

· Le domaine de dérivabilité d’une fonction est l’ensemble des réels en lesquels elle est dérivable.
D. Formules de dérivation

Dans ce qui suit, nous supposerons que les conditions d'existence sont toutes remplies.
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7. Dérivée d’une constante

Considérons la fonction constante : 
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D’où la dérivée : 
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8. Fonction identité

Considérons la fonction :  
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D’où la dérivée : 
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9. Puissances entières de x

· Considérons la fonction : 
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D’où la dérivée : 
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· Considérons la fonction : 
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D’où la dérivée : 
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· Considérons la fonction : 
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D’où la dérivée : 
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· Considérons la fonction : 
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Exemples
Calculer les dérivées suivantes : 
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10. Racine carrée de x
Considérons la fonction  
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D’où la dérivée : 
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11. Puissance quelconque de x
Nous admettrons sans démonstration que
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Exemples
Calculer les dérivées des fonctions suivantes
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E. Dérivée d’une somme et d’un produit de fonctions

On supposera dans la suite que toutes les conditions d’existence sont vérifiées

12. Dérivée d’une somme de fonctions
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qui peut s’écrire plus simplement
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La dérivée de la somme de deux fonctions est la somme des dérivées de ces fonctions.

Démonstration

On considère deux fonctions : 
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Exemples : 


[image: image115.wmf](

)

243

24

xxxx

¢

+=+



[image: image116.wmf](

)

32

1

3

2

xxx

x

¢

+=+


13. Dérivée d’un produit de fonctions
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qui peut s’écrire plus simplement
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Démonstration

On considère deux fonctions : 
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et

 et leur produit 
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14. Dérivée d’un produit d’une fonction par une constante
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qui peut s’écrire plus simplement
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Démonstration

On considère la fonction : 
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 et la constante k. La fonction 
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 est définie par :  
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Dans la propriété précédente, il suffit de remplacer 
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 par k et, comme k est une constante, sa dérivée est nulle.
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Conséquences

· Si 
[image: image132.wmf],,

fgh

sont des fonctions de 
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· Si 
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F. Dérivée d’un quotient de fonctions
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qui peut s’écrire plus simplement
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Démonstration

On considère deux fonctions 
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et

 et leur quotient  
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On a
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et par dérivation des deux membres
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En divisant les deux membres de cette égalité par 
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ou encore


[image: image148.wmf]2

'

()'().()().'()

()()

fxfxgxfxgx

gxgx

æö

-

=

ç÷

èø


c.q.f.d.

Cas particulier : dérivée de l’inverse d’une fonction
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qui peut s’écrire plus simplement
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Il suffit de remplacer f par 1 et g par f dans la formule précédente.

Exemples
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Mais aussi :
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G. Dérivée de la composée de deux fonctions

On admettra, les conditions de dérivabilité étant vérifiées, que
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Exemple
On considère les fonctions 
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H. Fonctions trigonométriques

15. Dérivée de la fonction sinus
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Donc 
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16. Dérivée de la fonction cosinus

Puisque
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ou plus simplement
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17. Dérivée des fonctions "tangente" et "cotangente"
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Donc
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que l’on peut écrire plus simplement
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De plus
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que l’on peut écrire plus simplement
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I. Dérivées successives

La dérivée d’une fonction étant elle-même une fonction peut être dérivée. Lorsque l’on dérive la dérivée d’une fonction, on dit qu’on recherche la dérivée seconde de la fonction de départ.

Il est évident que l’on peut continuer de la sorte indéfiniment et obtenir les dérivées troisième, quatrième, cinquième, etc. d’une fonction donnée.

J. Théorème du Marquis de L’Hospital

Si 
[image: image193.wmf]f

 et 
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 sont deux fonctions dérivables au voisinage de 
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et si 
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QUELQUES THEOREMES

K. [image: image665.wmf]Théorème de Rolle

On considère une fonction f continue dans un intervalle fermé [a, b]. Si cette fonction admet une dérivée définie pour tout élément x appartenant à l’intervalle ouvert ]a, b[ et si
[image: image200.wmf]()()

fafb

=

, il existe au moins une valeur c de x comprise entre a et b telle que 
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H : 
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 est continue dans 
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 est dérivable dans 
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ab
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T : 
[image: image207.wmf]]
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 tel que 
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L. Importance des hypothèses dans le théorème précédent

18. Fonction non définie en un point

Considérons la fonction 

[image: image666.png]+6.

+5.

4




[image: image667.png]


 EMBED Equation.DSMT4  
[image: image209.wmf]:
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, les points d’abscisses respectives 
[image: image210.wmf]0
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a

 et 
[image: image211.wmf]=p

b

.

On a 
[image: image212.wmf]()()
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Cette fonction n’est pas définie (et donc pas continue) en 
[image: image213.wmf]2

x

p

=

.

La première hypothèse du théorème précédent n’est pas remplie et le point c dont il y est question n’existe pas.

19. Fonction non continue en un point
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Considérons la fonction 

f(x) = x² + 
[image: image214.wmf])

²
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 et les points d’abscisse 
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 et 
[image: image216.wmf]1

b
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. Il est clair que 
[image: image217.wmf]()()
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.

Cette fonction est définie en 0, mais n’y est pas continue, comme nous l’avons vu au chapitre 6.

La première condition du théorème de Rolle n’est pas remplie et le point 
[image: image218.wmf]c

 dont il y est question n’existe pas.

20. Point de rebroussement

Considérons la fonction 
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 et plaçons-nous dans l’intervalle 
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. Dans cet intervalle, cette fonction est partout définie et vaut 0 au point d’abscisse 1. 

· En ce point, sa dérivée à gauche vaut 
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 et tend vers 
[image: image222.wmf]-¥

 quand x tend vers 1 par la gauche, ce qui signifie que la dérivée à gauche n’existe pas. (En fait, la tangente devient parallèle à l’axe des ordonnées).

· De même, en ce point, la dérivée à droite de cette fonction vaut
[image: image223.wmf]1
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 et tend vers 
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 quand x tend vers 1 par la droite, ce qui signifie que la dérivée à droite n’existe pas. (En fait, la tangente devient parallèle à l’axe des ordonnées).

· La dérivée de la fonction considérée n’étant pas la même à gauche et à droite, celle-ci n’existe pas et la deuxième hypothèse du théorème de Rolle n’est pas remplie pour que le point 
[image: image225.wmf]c

 dont il y est question existe.
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21. [image: image670.png]


Point anguleux

Considérons une fonction dont la représentation graphique est formée de deux arcs de cercle ayant une extrémité commune. Ces arcs se coupent suivant un certain angle comme dessiné sur la figure ci-contre. Il est clair qu’au point commun aux deux arcs, la tangente à gauche et la tangente à droite sont distinctes et que, en conséquence, la dérivée de la fonction n’existe pas. Ici aussi, la deuxième hypothèse du théorème de Rolle n’est pas remplie et le point 
[image: image226.wmf]c

dont il y est question n’existe pas.
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22. Cas où 
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Considérons la fonction 
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 partout définie dans l’intervalle 
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 et partout continue dans l’intervalle 
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La troisième hypothèse du théorème de Rolle n’est pas vérifiée et le point 
[image: image233.wmf]c

 dont il y est question n’existe pas.

23. Cependant, …

Considérons la même fonction partout définie dans l’intervalle 
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 et partout continue dans l’intervalle 
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La troisième hypothèse du théorème de Rolle n’est pas vérifiée et cependant le point 
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 dont il y est question existe : en effet, 
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M. Théorème des accroissements finis
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Ce théorème ressemble fort au théorème de Rolle.

On considère une fonction f continue dans un intervalle fermé [a, b]. Si cette fonction admet une dérivée définie pour tout élément x appartenant à l’intervalle ouvert ]a, b[, il existe au moins une valeur c de x comprise entre a et b telle que 
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Ce théorème peut se démontrer aisément au départ du théorème de Rolle. Nous nous contenterons, comme pour le précédent, d’une interprétation graphique.

H : 
[image: image241.wmf]f

 est continue dans 
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 est dérivable dans 
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T : 
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 tel que 
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Notes
· Il est évident que le point 
[image: image247.wmf]C

 dessiné sur la figure n’est pas le sommet (minimum) de la parabole.

· Les exemples qui montrent l’importance des hypothèses du théorème de Rolle peuvent être aménagés dans le cas présent, mais ils deviennent lourds à exprimer.

· Le théorème de Rolle peut être considéré comme un cas particulier du théorème des accroissements finis.

N. Dérivée première et croissance

24. Croissance et décroissance

Au début de ce cours d’analyse, nous avons défini la croissance et la décroissance d’une fonction. Pour rappel :

Une fonction f est croissante sur un intervalle [a, b] inclus dans son domaine 

si et seulement si
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Une fonction f est décroissante sur un intervalle [a, b] inclus dans son domaine

si et seulement si
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Choisissons donc deux valeurs 
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x

et 
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 appartenant à l’intervalle [a, b]. On a :
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· Si la fonction f est croissante, par définition 
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 et 
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 ont le même signe ; le taux d’accroissement 
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 est donc positif. Quand la valeur de 
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 se rapproche de celle de 
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x

, ce rapport reste positif et devient la dérivée f’ de la fonction.

· Si la fonction f est décroissante, par définition 
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 et 
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 sont de signes contraires ; le taux d’accroissement 
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 est donc négatif. Quand la valeur de 
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 se rapproche de celle de 
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, ce rapport reste négatif et devient la dérivée f’ de la fonction.

On peut donc en conclure :


Une fonction f est croissante si sa dérivée première est positive ; elle est décroissante si sa dérivée première est négative. 

25. Extremums

Les notions de minimum et de maximum ont été étudiées au début du cours d’analyse. Ce qui précède montre clairement que

· Une courbe représentative d’une fonction présente un extremum en un point si, en ce point, la dérivée première de cette fonction s’annule et change de signe.

· Une courbe représentative d’une fonction présente un minimum en un point si, en ce point, la dérivée première de cette fonction s’annule et si de négative, elle devient positive.

· Une courbe représentative d’une fonction présente un maximum en un point si, en ce point, la dérivée première de cette fonction s’annule et si de positive, elle devient négative.

Il y a lieu de noter que ces conditions sont suffisantes, mais pas nécessaires : parmi les exemples qui précèdent, on peut trouver de nombreuses fonctions qui présentent des extremums sans que la dérivée change de signe et/ou sans que la dérivée s’annule en ce point. Il suffit de considérer les fonctions qui présentent un point de rebroussement ou un point anguleux par exemple.

O. Dérivée seconde et concavité

26. Concavité.
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La courbe représentative de la fonction 
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 tourne sa concavité vers le haut ou vers le bas.


Dans le cas de la figure de gauche, le coefficient de direction de la tangente augmente lorsque x augmente, c’est-à-dire lorsque la dérivée première f’ de f est croissante, c’est-à-dire lorsque la dérivée seconde f’’ de f est positive.


Dans le cas de la figure de droite, le coefficient de direction de la tangente diminue lorsque x augmente, c’est-à-dire lorsque la dérivée première f’ de f est décroissante, c’est-à-dire lorsque la dérivée seconde f’’ de f est négative.

Conclusion

Si une fonction f est continue dans l’intervalle fermé [a, b] et deux fois dérivable dans l’intervalle ouvert ]a, b[, la courbe représentative de cette fonction tourne sa concavité vers le haut si sa dérivée seconde est positive ; elle tourne sa concavité vers le bas si sa dérivée seconde est négative.

27. Point d’inflexion

Une courbe représentative d’une fonction admet un point d’inflexion en I si et seulement si 

· cette courbe admet une tangente en ce point et 
· la concavité de cette courbe change de sens en ce point.

Si la dérivée seconde d'une fonction s'annule en changeant de signe, il y a un point d’inflexion.

Cas particulier : Point d’inflexion à tangente horizontale.

En un tel point, la dérivée première et la dérivée seconde de la fonction s’annulent.

Chapitre 8. APPLICATIONS DES DÉRIVÉES

P. Modélisation de problèmes

28. Vitesse d’un mobile

Considérons un mobile qui se déplace le long d’une route. Chacun sait comment calculer la vitesse moyenne de ce véhicule : il suffit de mesurer la distance parcourue entre deux moments différents et de diviser cette distance par le temps mis pour la parcourir.

Si (e représente l’espace parcouru pendant un temps (t, 
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 la vitesse moyenne du véhicule pendant ce temps, on a
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Si on fait tendre (t vers 0, on obtient ce que les physiciens appellent la vitesse instantanée :
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En se souvenant que e est une fonction du temps, que (t est l’accroissement du temps et que (e l’accroissement correspondant de l’espace parcouru (ou plus simplement que 
[image: image267.wmf]t
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 est le taux d’accroissement), il est clair que 
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 peut être obtenu de manière très simple par la dérivation de la fonction donnant l’espace parcouru en fonction du temps mis à le parcourir.

29. Régime d’un fleuve

Le débit d’un cours d’eau est la quantité d’eau s’écoulant en une seconde en un point donné de ce cours d’eau.

Le régime d’un cours d’eau est l’ensemble des variations subies par son débit.

Par un raisonnement semblable au précédent, il est facile de voir que le régime d’un fleuve est la dérivée de son débit.

30. Coût marginal

Une entreprise fabrique des bancs de jardin. Compte tenu des frais fixes et de l’investissement, le coût de la fabrication de 
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 bancs peut s’exprimer par la fonction
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On demande

a. Quel est le coût de fabrication de 100 bancs ?

b. Quel est le coût de fabrication de 101 bancs ?

c. Que coûte la fabrication de ce 101e banc ?

d. Calculer le coût de la fabrication de 
[image: image271.wmf]1
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 bancs en fonction de 
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.

e. Définition : le coût marginal de rang 
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 est la différence entre 
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 et 
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Cx

, c’est-à-dire l’augmentation du coût correspondant à la fabrication d’un objet supplémentaire, sachant qu’on en a fabriqué 
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.

Calculer le coût marginal correspondant à la fabrication du 
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 banc.

f. Calculer 
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Cx

.

g. Dans la pratique, on prend 
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 comme valeur du coût marginal de rang 
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. calculer l’erreur commise.

h. Contrôler ce résultat en comparant
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) avec la réponse trouvée en c.

a. 
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b. 
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c. Prix du 101e banc : 6020,201 – 6010 = 10,201

d. 
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e. Coût marginal : 
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f. 
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g. Erreur commise : 
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h. 
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 tandis que le résultat trouvé en c était 10,201.

Q. Approximation locale d’une fonction par une fonction du premier degré

Tout arc de courbe suffisamment petit peut être assimilé à un segment de droite. Algébriquement, cela se traduit par le remplacement sur un intervalle restreint de l’équation de la fonction par l’équation d’une droite, la tangente à la courbe au point considéré. Insistons sur le fait que ceci n’est vrai que localement. Il est évident que cette droite varie quand le point se meut sur la courbe.

R. Recherche d’une valeur approchée d’une racine d’une équation

De nombreuses méthodes existent : méthode de dichotomie, méthode des cordes, méthode de Newton, méthode du point fixe par exemple. Elles peuvent être illustrées grâce aux moyens modernes de calcul. Il est donc souhaitable de choisir une méthode facile à illustrer en tenant des moyens électroniques disponibles.

S. Problèmes d’optimalisation

Une usine fabrique des boîtes de conserve cylindriques. Sachant que le volume d’une boîte doit être de 1 dm³, déterminer ses dimensions (hauteur et rayon de la base) de telle manière que la quantité de tôle utilisée soit minimum.

Volume d’une boîte cylindrique : 
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 où 
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 représente le rayon de la base et 
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 la hauteur.

Il faut que 
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 si nous exprimons le volume mesuré en cm³. Cette expression peut s’écrire 
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 (car évidemment 
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L’aire latérale du cylindre s’obtient par la formule 
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, tandis que l’aire de chacune des bases vaut 
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. L’aire totale s’écrit donc 
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Compte tenu de la valeur de 
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 obtenue plus haut, on obtient la fonction de 
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 :
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Pour que cette fonction admette un extremum, il faut que sa dérivée première soit nulle :
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qui s’annule pour 
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Il en résulte que la boîte doit avoir un rayon de base de 5,4 cm environ et une hauteur de 10,9 cm environ.

T. Représentation graphique de quelques fonctions

Nous adopterons le plan de travail suivant :

a. Détermination du domaine de définition et de continuité.

b. Parité et périodicité.

c. Etude de 
[image: image303.wmf]y

.

· Zéros.

· Pôles
.

· Intersection avec l’axe des ordonnées.

· Signe.

d. Etude de 
[image: image304.wmf]'

y

.

· Zéros (qui permettent de déterminer les éventuels extremums).

· Pôles.

· Signe (qui permet de déterminer la croissance et la décroissance).

e. Etude de 
[image: image305.wmf]"

y

.

· Zéros (qui permettent de déterminer les éventuels points d’inflexion et les équations de tangentes en ces points).

· Pôles.

· Signe (qui permet de déterminer la concavité de la courbe).

f. Recherche des équations des éventuelles asymptotes.

g. Détermination de quelques points particuliers.

h. Tableau récapitulatif.

· 1re ligne : valeurs particulières de la variable par ordre croissant ;

· 2e ligne : les zéros, les pôles et le signe de y’ ;

· 3e ligne : les zéros, les pôles et le signe de y’’ ;

· 4e ligne : croissance et décroissance de y ;

· 5e ligne : concavité.

i. Esquisse du graphique.

· Asymptotes.

· Points particuliers, zéros et intersections avec les axes, extremums et points d’inflexion.

· Tracé de la courbe.

31. La fonction homographique

Nous avons étudié précédemment la fonction 
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 et avons vu que son graphique est constitué de deux branches séparées par deux droites, ses asymptotes. Nous avons d’ailleurs précisé qu’une telle courbe s’appelle une hyperbole.

Définition

Une fonction homographique est une fonction réelle qui à tout nombre x associe le nombre 
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 moyennant c 
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Donc une fonction homographique est une fonction 
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Propriétés

Toute fonction homographique peut se mettre sous la forme 
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Il suffit de diviser ax + b par cx + d pour obtenir le résultat annoncé. Ceci signifie qu’une fonction homographique possède toujours deux asymptotes :

· Une asymptote horizontale d’équation 
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 ou 
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 suivant la forme que l’on prend pour l’équation générale de la fonction homographique ;

· Une asymptote verticale d’équation 
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 ou 
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 suivant la forme que l’on prend pour l’équation générale de la fonction homographique.

Toute fonction homographique peut se déduire de la fonction 
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 par des transformations géométriques que nous avons étudiées l’an dernier.

Voici deux exemples de fonctions homographiques.

· Etude de la fonction 
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a. Domaine de définition et de continuité : 
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b. Parité et périodicité : 
[image: image318.wmf]62

()()

36

x

fxfx

x

-+

-=¹

--

. Cette fonction n’est donc ni paire, ni impaire ; elle n’est pas périodique.

c. Etude de 
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· Zéro : 
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· Pôle : 2

· Intersection avec l’axe des ordonnées : 
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· Signe :
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d. Etude de 
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· Zéro : Néant.

· Pôle : 2.

· Signe : 
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La fonction est donc partout décroissante. Elle n’admet pas d’extremum.

e. Etude de 
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· Zéro : Néant.

· Pôle : 2.

· Signe : 
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La fonction tourne sa concavité vers les 
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 négatifs pour les valeurs de 
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 inférieures à 2 et vers les 
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 positifs pour les valeurs de 
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 supérieures à 2 

f. Recherche des équations des éventuelles asymptotes
· A.V. : 
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Cette fonction admet donc une asymptote verticale d’équation 
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· A.H. : 
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Cette fonction admet donc une asymptote horizontale d’équation 
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· La recherche de l’équation de l’asymptote horizontale montre qu’il n’y a pas d’asymptote oblique.

g. Détermination de quelques points particuliers
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h. Tableau récapitulatif
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i. Graphique
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· Étude de la fonction 
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a. Domaine de définition et de continuité : 
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b. Parité et périodicité : 
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. Cette fonction n’est donc ni paire, ni impaire ; elle n’est pas périodique.

c. Étude de 
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 :

· Zéro : 
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· Pôle : 0

· Intersection avec l’axe des ordonnées : Néant.

· Signe :
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d. Étude de 
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· Zéro : Néant.

· Pôle : 0.

· Signe : 
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La fonction est donc partout décroissante. Elle n’admet pas d’extremum.

e. Étude de 
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· Zéro : Néant.

· Pôle : 0.

· Signe : 
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Cette fonction tourne sa concavité vers les 
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 négatifs pour les valeurs de 
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 inférieures à 0 et vers les 
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 positifs pour les valeurs de 
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 supérieures à 0 

f. Recherche des équations des éventuelles asymptotes
· A.V. : 
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Cette fonction admet donc une asymptote verticale d’équation 
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· A.H. : 
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Cette fonction admet donc une asymptote horizontale d’équation 
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· La recherche de l’équation de l’asymptote horizontale montre qu’il n’y a pas d’asymptote oblique.

g. Détermination de quelques points particuliers
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h. Tableau récapitulatif
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d. Graphique
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32. Étude de la fonction 
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a. Domaine de définition et de continuité : 
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b. Parité et périodicité
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Cette fonction est donc paire et nous pouvons nous contenter de l’étudier dans 
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Cette fonction n’est pas périodique.

c. Étude de 
[image: image415.wmf]y


· Zéro : Néant.
· Pôle : Néant.
· Intersection avec l’axe des ordonnées : 
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Zéros : 
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 n’est pas à prendre en compte puisque nous étudions cette fonction uniquement dans 
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f. Asymptotes

A.V. : Il n’y a pas d’asymptote verticale car la fonction ne peut tendre vers l’infini quand la variable tend vers une valeur finie.

A.H. :
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il existe donc une asymptote horizontale d’équation 
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A.O. : Le calcul précédent montre qu’il n’y a pas d’asymptote oblique.

g. Points supplémentaires
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h. Tableau récapitulatif


[image: image431.wmf]x


0


[image: image432.wmf]3

3




y’
0
-
-
-

y’’
-
-
0
+


[image: image433.wmf]y



[image: image434.wmf]1

[image: image435.wmf]]



[image: image436.wmf]]



[image: image437.wmf]]




M

[image: image438.wmf]Ç


I

[image: image439.wmf]È



i. Graphique
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j. Lorsque les axes ne sont pas normés, ce graphique peut prendre la forme :
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33. Étude de la fonction   
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a. Domaine de définition et de continuité : 
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b. Parité et périodicité : 
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. Cette fonction n’est donc ni paire, ni impaire ; elle n’est pas périodique.

c. Étude de 
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e. Étude de 
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Zéro : 
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Puisque la dérivée seconde s’annule en 
[image: image464.wmf]0
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, la courbe admet en ce point un point d’inflexion. De plus, la dérivée première est aussi nulle en ce point, la tangente au point d’inflexion est donc horizontale.

La courbe tourne sa concavité vers les y négatifs pour les valeurs de x inférieures à 0 et vers les y positifs pour les valeurs de x supérieures à 0.

f. Asymptotes

A.V. : 
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Cette fonction admet donc une asymptote verticale d’équation 
[image: image466.wmf]1

x

=-

.

A.H. :
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Cette fonction n’admet donc pas d’asymptote horizontale.

A.O. :
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Cette fonction admet donc une asymptote oblique d’équation 
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g. Points supplémentaires
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h. Tableau récapitulatif
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i. Graphique
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Ce premier graphique permet de voir clairement la tangente horizontale au point d’inflexion.
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Ce deuxième graphique permet de se faire une idée plus complète de l’allure de la courbe.

34. Etude de la fonction 
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a. Domaine de définition et de continuité : 
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b. Parité et périodicité : 
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. Cette fonction n’est donc ni paire, ni impaire ; elle n’est pas périodique.

c. Étude de 
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· Zéro : Néant.
· Pôle : Néant.
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e. Étude de 
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Zéro : Néant.
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f. Recherche des équations des éventuelles asymptotes
A.V. : Il est évident qu’il n’y a pas d’asymptote verticale.

A.H. :
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Cette fonction admet donc une asymptote horizontale à gauche d’équation 
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A.O. :
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Nous trouvons donc une asymptote oblique à droite.

De plus,
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L’équation de l’asymptote oblique s’écrit donc 
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Comme il existe une asymptote horizontale à gauche, il n'y a pas d'asymptote oblique à gauche.

g. Détermination de quelques points particuliers

[image: image505.wmf]x


-3
-2
-1
1
2
3


[image: image506.wmf]y


-0,2
-0,3
-1
1
3,7
5,8

h. Tableau récapitulatif
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i. Graphique
Ce graphique montre clairement que les tangentes aux points d’abscisses –1 et 1 sont parallèles à l’axe des ordonnées.
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Etude de la fonction 
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a. Domaine de définition et de continuité : 
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b. Parité et périodicité : 
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. Cette fonction n’est donc ni paire, ni impaire ; mais elle est périodique. En effet 
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Ceci permet de n’étudier cette fonction que dans l’intervalle 
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d. Étude de 
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e. Étude de 
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f. Recherche des équations des éventuelles asymptotes
A.V. : Il est évident qu’il n’y a pas d’asymptote verticale.

A.H. : L’intervalle dans lequel la fonction est étudiée étant limité, il ne peut y avoir d’asymptote horizontale.

A.O. : L’intervalle dans lequel la fonction est étudiée étant limité, il ne peut y avoir d’asymptote oblique.

g. Détermination de quelques points particuliers
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h. Tableau récapitulatif
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i. Graphique
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36. Étude de la fonction   
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Remarque

Nous supposerons a et b positifs. (restriction facile à lever).

1. Domaine de définition
La fonction est partout définie et continue dans l’intervalle 
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Cette fonction est donc paire et il est possible de ne l’étudier que sur l’intervalle 
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4. Étude de y’
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6. Asymptotes
Il est évident qu’il n’y a pas d’asymptote verticale.  De plus, la fonction n’étant définie que dans un intervalle borné, il n’y a pas d’asymptote horizontale, ni d’asymptote oblique.

7. Points supplémentaires (dans le cas où  
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8. Tableau récapitulatif
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Graphique (dans le cas où  
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Remarque : la partie du graphique en dessous de l’axe des x correspond à la fonction 
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37. Étude de la fonction   
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Remarque

Nous supposerons a et b positifs (restriction facile à lever).

1. Domaine de définition : La fonction est partout définie et continue dans l’intervalle 
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2. Parité et périodicité
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Cette fonction est donc paire et il est possible de ne l’étudier que sur l’intervalle 
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3. Étude de y
Zéros : 
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4. Étude de y’ 
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Zéros : néant
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5. Étude de y’’
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Zéros : néant
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6. Asymptotes
A.V. : Il est évident qu’il n’y a pas d’asymptote verticale.

A.H. : 
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 : il n'y a donc pas d’A.H.

A.O. : 
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A.O. d’équation : 
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A.O. d’équation : 
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7. Points supplémentaires (dans le cas où  
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8. Tableau récapitulatif 
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Graphique : (dans le cas où  
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Remarque

La partie du graphique en dessous de l’axe des x correspond à la fonction 
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38. Étude de la fonction   
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1. La fonction est partout définie dans 
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2. Étude de y 
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4. Étude de y’’
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5. Asymptotes
A.V. : Il est évident qu’il n’y a pas d’asymptote verticale.

A.H. : 
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Pas d’A.H.

A.O. : 
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Signalons cependant qu’il existe une direction asymptotique, sans asymptote : cette direction asymptotique est celle de l’axe de la parabole.

6. Points supplémentaires (dans le cas où 
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8. Graphique (dans le cas où 
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Remarque

La partie du graphique en dessous de l’axe des x correspond à la fonction 
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� Certains auteurs réservent l’expression « coefficient angulaire » au cas où les axes sont orthonormés.


� Valeurs de la variable qui annulent le dénominateur.
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