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Chapitre 1 : Calcul vectoriel dans l’espace

1. Rappels et introduction
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r


A gauche : une force avec son point d’application.

A droite : la modélisation de cette force par un vecteur (libre).

L’an dernier, nous avons modélisé une force par un vecteur. Une force est caractérisée par sa direction, son sens, son intensité et son point d’application. Un vecteur (du plan ou de l’espace) est caractérisé par sa direction, son sens et sa longueur.

La longueur du vecteur correspond à l’intensité de la force dont il a été question en physique. Pour des raisons de commodité, le mathématicien ne fixe pas toujours une origine (point d’application) aux vecteurs qu’il utilise : il parle alors de vecteurs libres.

La plupart des opérations qui vont être définies sur les vecteurs de l’espace le sont sur deux vecteurs. On pourra toujours choisir leurs représentants dans un même plan : on ne s’étonnera donc pas de la similitude des différentes définitions dans le plan et dans l’espace et il ne sera pas surprenant de retrouver les propriétés qui ont été mises en place l’an dernier. Cependant, lorsque l’on passera aux composantes, il faudra en ajouter une troisième (la cote) et les formules seront adaptées en conséquence.

2. Représentation d’un vecteur 

Un vecteur se représente généralement par un segment de droite orienté, c’est-à-dire un segment auquel on a donné un sens. Un segment orienté possède en effet une direction, un sens et une longueur.

Ci-dessous est représenté un vecteur, on le notera par exemple 
[image: image1.wmf]v
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 ou encore 
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Les caractéristiques de 
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) :

· sa direction : celle de la droite AB,
· son sens : de A vers B,
· sa longueur également appelée norme : 
[image: image5.wmf]AB
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L’origine du vecteur 
[image: image6.wmf]AB

n’étant pas fixée, on peut la faire varier. A la page précédente, les trois segments orientés représentent le même vecteur puisqu’ils ont tous la même direction, le même sens et la même norme. Chacun de ces segments orientés est un représentant du vecteur 
[image: image7.wmf]AB
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Un (et un seul) de ces représentants a pour origine le point A et pour extrémité le point B.
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Le vecteur nul 
[image: image8.wmf]0

 est le vecteur dont chaque représentant a son origine et son extrémité confondues. 
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3.  Égalité de deux vecteurs

Deux vecteurs non nuls sont égaux si et seulement s’ils ont la même direction, le même sens et la même norme.

Propriétés

1)
À chaque vecteur (du plan ou de l’espace) correspond une translation (du plan ou de l’espace) et réciproquement.
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Les vecteurs 
[image: image10.wmf]AB

 et 
[image: image11.wmf]CD

 sont égaux si et seulement si la translation qui transforme A en B transforme aussi C en D.
2) 
Deux représentants non alignés d’un même vecteur sont toujours les côtés opposés d’un parallélogramme.
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A, B, C et D étant quatre points non alignés :
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Remarque

Si A, B, C et D sont quatre points alignés alors 
[image: image13.wmf]AB

 = 
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 si et seulement si on peut trouver deux points X et Y tels que ABYX et CDYX sont deux parallélogrammes. 
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Si 
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 = 
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  alors 
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4. Translation
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Considérons deux points A et B (du plan ou de l’espace).

Une translation (du plan ou de l’espace) de vecteur 
[image: image18.wmf]AB

 est la transformation (du plan ou de l’espace) qui associe à tout point X le point Y tel que 
[image: image19.wmf]AB
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5. Addition des vecteurs

A. [image: image563.wmf])
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Les représentants sont consécutifs

Par définition, on a

[image: image564.wmf]u

r


C’est la relation de Chasles, elle s’applique lorsque les représentants des vecteurs que l’on additionne sont consécutifs c’est-à-dire tels que l’extrémité du premier coïncide avec l’origine du deuxième.

On peut l'étendre à une somme de plus de deux vecteurs :
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B. [image: image566.wmf]v
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Les représentants ne sont pas consécutifs
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Cas particulier : les représentants des vecteurs ont même origine
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 où [AD] est la diagonale du parallélogramme ABDC.
Conclusion

Dans tout parallélogramme ABDC :
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6. Propriétés de l'addition des vecteurs

Dans ce qui suit, V désigne l’ensemble des vecteurs de l’espace.

C. L’addition des vecteurs est interne et partout définie
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D. L'addition des vecteurs est associative
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L'addition des vecteurs admet un neutre (le vecteur nul :
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E. L’addition des vecteurs est symétrisable (tout vecteur possède un opposé)
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Remarques

· L'opposé du vecteur 
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 est le vecteur 
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· Deux vecteurs sont opposés si et seulement si leur somme est le vecteur nul.

F. L'addition des vecteurs est commutative
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On résume les propriétés A à D en disant que l’ensemble des vecteurs de l’espace muni de l’addition est un groupe :

V, + est un groupe.
On résume les propriétés A à E en disant que l’ensemble des vecteurs de l’espace muni de l’addition est un groupe commutatif :

V, + est un groupe commutatif.

7. Soustraction des vecteurs

Soustraire un vecteur, c’est ajouter son opposé :
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Il est souvent utile de transformer  un vecteur en une différence de deux vecteurs :
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8. Multiplication d'un vecteur par un nombre réel
 

G.  Définition
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Si 
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 possède les caractéristiques suivantes :

· la même direction que celle de 
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· une norme égale à 
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· le même sens que 
[image: image49.wmf]v

r

si r > 0 et le sens opposé à celui de 
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Si 
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 est le vecteur nul : 
[image: image53.wmf]0

0

r

r

=

×

v

.

Si 
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Le produit d’un vecteur par un nombre réel est un vecteur.


Construction
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H.  Combinaison linéaire

a, b, c, d, …sont des nombres réels.
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 est une combinaison linéaire du vecteur 
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 est une combinaison linéaire des vecteurs 
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 est une combinaison linéaire des vecteurs 
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 est une combinaison linéaire des vecteurs 
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I.  Colinéarité


Deux vecteurs 
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 sont colinéaires s'il existe un réel r tel que 
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Vecteurs colinéaires


  Vecteurs non colinéaires
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 est colinéaire à tout vecteur 
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J.  Propriétés géométriques
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Alignement

Trois points distincts A, B et C sont alignés si et seulement s’il existe un réel non nul r tel que 
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Parallélisme

Les droites AB et CD sont parallèles si et seulement s’il existe un réel non nul r tel que 
[image: image79.wmf]AB

r

CD

×

=


K.  Propriétés algébriques 

1. La multiplication scalaire vérifie l’associativité mixte


[image: image80.wmf]u

rs

u

s

r

V

u

,

R

s

r,

r

r

r

×

=

×

×

Î

"

Î

"

)

(

)

(

:

 



Exemple : 
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2. La multiplication scalaire distribue l’addition des réels


[image: image82.wmf]u

s

u

r

u

s

r

V

u

,

R

s

r,

r

r

r

r

×

+

×

=

×

+

Î

"

Î

"

)

(

:

 



Exemple : [image: image83.wmf]u
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3. La multiplication scalaire distribue l’addition des vecteurs
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Exemple : 
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4. La multiplication scalaire admet un neutre : 1


[image: image86.wmf]u

u

V

u

r

r

r

=

×

Î

"

1

:


L. Conclusions

·  Nous savons que V, + est un groupe commutatif.

· La multiplication d’un vecteur par un nombre réel est partout définie.

· Cette multiplication jouit des quatre propriétés reprises au point 8.E.

Ces propriétés peuvent se résumer en disant

R, V, + est un espace vectoriel.
Application : Milieu d'un segment 
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9. Repère et coordonnées dans l’espace

Dans l'espace, considérons trois axes non coplanaires 
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Nous disons que 
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Un repère est orthonormé si et seulement si

· ses axes sont deux à deux perpendiculaires et

· 
[image: image99.wmf]1

=

k

=

j

=

i

r

r

r

.

[image: image580.wmf]1


Coordonnées d'un point
Considérons un point 
[image: image100.wmf]P

 dans l’espace muni du repère 
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Ci-contre, nous avons construit le parallélépipède dont deux sommets opposés sont les points 
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Appelons

· 
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Puisque 
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Nous retiendrons

Dans un repère 
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 est l’abscisse du point 
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A tout point de l'espace muni d'un repère, on peut associer un et un seul triplet de nombres. Réciproquement, à tout triplet de nombres, on peut associer un et un seul point de l'espace.

Dans l’espace muni d’un repère, deux points sont confondus si et seulement s’ils ont les mêmes coordonnées.

10. Base et composantes dans l’espace
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La figure ci-dessus montre clairement que 
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On peut également retrouver ce résultat par calcul. En effet, puisque 
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Nous avons pu exprimer le vecteur 
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 comme combinaison linéaire des vecteurs 
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Tout vecteur de l’espace peut s’exprimer de manière unique comme combinaison linéaire des vecteurs d’une base.
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La décomposition d’un vecteur comme combinaison linéaire des vecteurs d’une base étant unique, on en déduit :
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11. Utilisation des composantes

M. Somme de vecteurs et composantes


Dans un repère de l’espace, additionnons deux vecteurs 
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Par conséquent, 
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Nous retiendrons 
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N. Vecteur nul, opposé d’un vecteur et différence de deux vecteurs en termes de composantes

Nous savons que le vecteur nul 
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 est neutre pour l’addition des vecteurs or
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Donc 
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Deux vecteurs sont opposés si et seulement si leur somme est égale au vecteur nul, or
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Soustraire un vecteur, c’est ajouter son opposé :


[image: image185.wmf])

'

,

'

,

'

(

)

'

,

'

,

'

(

)

,

,

(

)

'

,

'

,

'

(

)

,

,

(

z

z

y

y

x

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x

-

-

-

=

-

-

-

+

=

-


Donc si 
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En résumé :

Dans un repère de l’espace :
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Produit d’un vecteur par un nombre et composantes


Déterminons les composantes du vecteur 
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Par conséquent,
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Toutes les règles relatives à l’addition des vecteurs et à la multiplication d’un vecteur par un réel peuvent se traduire en termes de composantes.

O. Application : Coordonnées du milieu d’un segment

Considérons deux points 
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Les coordonnées du milieu M de [AB] sont 
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Distance de deux points

Dans un repère orthonormé de l’espace, considérons les points 
[image: image207.wmf](
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[image: image584.wmf]y

Pour ne pas alourdir la figure, nous n’avons pas représenté les éléments qui définissent le repère.

Le point B’ est la projection orthogonale du point B sur le plan Oxy.
Le point A’ est la projection orthogonale du point A sur le plan Oxy.
Le segment [A’K] est parallèle au vecteur 
[image: image209.wmf]AB

.

Le segment [A’’L] est parallèle au segment [A’B’].
Soit W la projection orthogonale du point A sur le plan BB'B". 

Les coordonnées de W sont 
[image: image210.wmf](,,)
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Le triangle AWB est rectangle en W puisque le segment 
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Compte tenu du fait que 
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et que, dans le plan BB'B", on a
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on obtient immédiatement 
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Par conséquent :
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Dans un repère orthonormé de l’espace, si 
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12. Le produit scalaire

P. Définitions


1e formulation
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Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls 
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 et 
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 est le nombre réel donné par 
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Notons que 

· dans tous les cas, le produit scalaire de deux vecteurs est un nombre réel ;

· dans la définition, nous avons choisi des représentants des vecteurs de même origine.

Nous avons déjà rencontré le produit scalaire : le théorème de Pythagore généralisé appliqué au triangle quelconque 
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ce qui entraîne une nouvelle formulation de la définition du produit scalaire :


2e formulation






Le produit scalaire de deux vecteurs 
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 et 
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 est le nombre réel donné par
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Notons que si 
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, on a O = A,  et en remplaçant dans l’égalité encadrée ci-dessus, on retrouve
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Il en est de même si 
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La deuxième formulation du produit scalaire de deux vecteurs présente donc l’avantage d’être valable dans tous les cas.

Q. Une première propriété

Le produit de deux nombres réels est nul si et seulement si l’un des deux facteurs au moins est égal à zéro. Cette propriété est-elle encore vraie pour le produit scalaire de deux vecteurs ?
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D'autre part, on a

· 
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 est un angle obtus.
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R. Produit scalaire en repère orthonormé

Dans un repère orthonormé, considérons les points 
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, calculons le produit scalaire 
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 en fonction de ces coordonnées en utilisant la deuxième formulation :
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On a :
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Par conséquent
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3e formulation






Dans un repère orthonormé si 
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S. Propriétés du produit scalaire

[image: image594.wmf]OB

Désignons par V  l’ensemble des vecteurs de l’espace.

Les démonstrations de ces propriétés sont immédiates dans l’espace muni d’un repère orthonormé. Démontrons par exemple la deuxième.

Posons 
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Par conséquent, 
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La démonstration de la quatrième propriété est encore plus immédiate. En effet :

· le vecteur
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 est un multiple du vecteur 
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, il a la même direction que lui ;

· le vecteur
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 est un multiple du vecteur 
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Les vecteurs 
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ne sont donc pas nécessairement égaux puisqu’ils n’ont pas nécessairement la même direction. Le produit scalaire n’est pas associatif.

T. Une dernière formulation du produit scalaire
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Le point C’ est la  projection orthogonale
 du point C sur la droite AB.
Le vecteur
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est la projection orthogonale du vecteur 
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4e formulation






Le produit scalaire de deux vecteurs est égal au produit scalaire de l’un par la projection orthogonale de l’autre sur le premier.
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Chapitre 2 : GÉOMÉTRIE DANS L’ESPACE

1. Remarque préliminaire


Les propriétés de géométrie plane sont valables dans chacun des plans de l’espace.

2. Introduction
[image: image601.wmf]k
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Dans ce qui suit, nous serons amenés à effectuer des constructions ayant pour but de représenter des objets de l'espace au moyen de figures planes. Nous n'effectuerons pas directement de constructions dans l'espace, nous les représenterons sur des figures planes. Nous utiliserons donc des représentations d'objets de l'espace et non les objets eux-mêmes. Certaines conventions seront dès lors à respecter. Ne confondons pas l'objet et sa représentation. Ainsi dans le cube représenté ci-contre, les arêtes 
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 et 
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 ne se coupent pas alors que leurs représentations se coupent.

13. Points – droites – plans
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Les points seront désignés par des majuscules latines (
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· Les droites seront désignées par des minuscules latines (
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· Les plans seront désignés par des lettres grecques minuscules (
[image: image281.wmf], , , , 

abgp

K

).

14. Projections

[image: image605.wmf]P
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Dans le plan, nous avons défini les projections sur une droite, parallèlement à une autre droite (non parallèle à la première).


Dans l’espace, il faut distinguer deux sortes de projections.

· [image: image606.wmf]P

y

Les projections sur un plan parallèlement à une droite qui ne lui est pas parallèle :

la projection A’ de A sur un plan ( parallèlement à une droite donnée d (non parallèle au plan () est le point d’intersection de ( et de la parallèle d’ à d passant par A.

· Les projections sur une droite parallèlement à un plan (qui ne lui est pas parallèle) :

la projection A’ de A sur une droite d parallèlement à un plan ( est l’intersection de la droite d avec le plan parallèle à ( passant par A.
15. La perspective cavalière
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Nous représenterons tous les objets de l'espace en perspective cavalière. La représentation en perspective cavalière d’un objet de l’espace est son image par une projection sur un plan parallèlement à une droite donnée. La représentation du cube ci-contre en est un exemple.

Règles de la perspective cavalière
· Les faces situées dans un plan frontal (parallèle au front de l’observateur) sont représentées non déformées et en « vraie grandeur » (éventuellement à l’échelle). Exemples : 
[image: image282.wmf]RMQU

et 
[image: image283.wmf]SNPT

.
· Les droites perpendiculaires à un plan frontal sont appelées fuyantes et sont représentées par des droites formant un  angle constant  avec l’horizontale. 

· Les segments situés sur ces droites seront représentés par des segments plus courts, mais proportionnels aux segments réels.

Exemples : 
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· Toute surface, tout solide est considéré comme opaque. Les lignes vues par l’observateur seront représentées en traits pleins, les lignes cachées en traits pointillés.

Propriétés de la perspective cavalière

· La représentation en perspective cavalière d’une droite est une droite.
· La perspective cavalière conserve le parallélisme : deux droites parallèles seront représentées par deux droites parallèles. Par exemple, dans la figure précédente, les arêtes parallèles 
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 sont représentées par des segments parallèles.

· La perspective cavalière conserve la proportionnalité et par conséquent, le milieu d'un segment.

Diverses représentations d'un même objet sont possibles. Elles varient suivant la position de l'observateur par rapport à celui-ci :

· [image: image608.wmf],,.()..
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Pyramide triangulaire ou tétraèdre
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· Parallélépipède rectangle 
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· Cylindre
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16. Positions relatives de deux droites

Deux droites sont :

· [image: image637.wmf]u

v

r
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sécantes si elles ont un seul point commun. Dans ce cas elles sont incluses dans un même plan : elles sont dites coplanaires.
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Un plan peut donc être déterminé par deux droites sécantes.

· parallèles distinctes (ou strictement parallèles) si elles n'ont aucun point commun et sont coplanaires.
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Un plan peut donc être déterminé par deux droites strictement parallèles.

· [image: image640.wmf]AB

EF
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parallèles confondues (ou plus simplement confondues) si elles ont tous leurs points en commun.

· gauches si elles n'ont aucun point commun et ne sont pas coplanaires.

a et b sont gauches

17. Positions relatives de deux plans

[image: image641.wmf]
Deux plans sont :

· sécants s’ils ont une seule droite en commun.
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· [image: image642.wmf]P
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parallèles distincts (ou strictement parallèles) s’ils n’ont aucun point commun.
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· [image: image643.png]


parallèles confondus s’ils ont tous leurs points en commun.

18. Positions relatives d’une droite et d’un plan
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Une droite et un plan sont : 

· sécants s’ils n’ont qu’un point commun qu’on appelle point de percée de la droite dans le plan.
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strictement parallèles s’ils n’ont aucun point commun. 
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Remarque
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Une droite qui a deux points communs avec un plan est incluse dans ce plan.

AB ( (
19. Caractérisation d’une droite, d’un plan
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Par deux points distincts passe une et une seule droite.

[image: image649.wmf]z

Un plan peut être caractérisé par 

· trois points non alignés ;

· [image: image650.wmf]y

une droite et un point n’appartenant pas à cette droite ;

· deux droites sécantes ;

· deux droites strictement parallèles.

Le parallélisme

A. Parallélisme de droites

1. Par tout point, passe une et une seule droite parallèle à une droite donnée.

[image: image651.wmf]P
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La droite d et le point A déterminent un plan (. Dans celui-ci, en vertu de l’axiome d’Euclide dans le plan, il existe une et une seule droite d’ parallèle à d. C’est la droite cherchée.

2. Deux droites strictement parallèles à une même troisième sont parallèles entre elles.

[image: image652.wmf]x


H : a // b.

      a // c

T : b // c

Autre démonstration : 


D : Supposons que b et c ne soient pas parallèles. Dans l’espace, deux cas peuvent alors se présenter :

· b et c sont sécantes en un point A ; par A, on pourrait donc mener deux parallèles b et c à a, ce qui est contraire au théorème précédent.

· b et c sont gauches : considérons le plan ( formé par les droites parallèles a et b.
[image: image653.wmf]0

Puisque b est incluse dans ( et que b et c sont gauches, la droite c couperait le plan ( en un point Y . Les droites a et c étant parallèles détermineraient un plan qui couperait ( suivant a. Y appartiendrait à a, ce qui ne peut avoir lieu que si a et c sont confondues. Ceci est contraire à l’hypothèse.

Donc b // c.

c.q.f.d.

b est l’image de a par une translation ;

a est l’image de c par une translation ;

Donc b est l’image de c par la translation composée des deux précédentes. Comme les translations transforment une droite en une droite parallèle, b est parallèle à c.

c.q.f.d.

U. Parallélisme de droites et de plans

1. Si deux droites sont strictement parallèles, tout plan qui coupe l’une coupe l’autre.
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H : a // b
      
[image: image295.wmf]{

}

A

a

=

a

Ç


T : 
[image: image296.wmf]{

}

B

b

=

a

Ç





D : Les droites parallèles a et b déterminent un plan (.
Puisque a est incluse dans ( et que A est un point de a, A appartient à ( et à (. Ces deux plans ayant un point commun ont une droite commune d qui passe par A.

En vertu d’un théorème de géométrie plane (Si deux droites sont parallèles, toute droite qui coupe l’une coupe l’autre) appliqué dans le plan (, d coupe b en un point B.
B appartient à d, donc à ( (puisque d est incluse dans () et à b. Il en résulte que 
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c.q.f.d.

3. Si une droite est strictement parallèle à une droite d’un plan, elle est parallèle au plan.

[image: image655.wmf]1
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d // AB
T : 
d // (
D : Les droites d et AB déterminent un plan ( qui coupe le plan ( suivant la droite AB. Si d n’était pas parallèle à (, elle le couperait en un point C qui se trouverait nécessairement dans ( et dans (, et donc sur AB. Les droites d et AB ne seraient donc pas parallèles, ce qui est contraire à l’hypothèse.

La droite d est donc parallèle au plan (.
c.q.f.d.

4. Si une droite est strictement parallèle à un plan, tout plan contenant cette droite et un point du plan donné coupe ce dernier suivant une droite parallèle à la droite donnée.

H :  a // (
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T :  a // b



[image: image656.wmf]2
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D : Supposons que a ne soit pas parallèle à b. Puisque a et b sont distinctes et situées toutes les deux dans le plan (, elles se coupent en un point. Celui-ci appartient nécessairement au plan ( puisque b est incluse dans (. Il en résulterait que a ne serait pas parallèle à (, ce qui est contraire à l’hypothèse. Donc a // b.
c.q.f.d.



5. Si une droite est strictement parallèle à un plan, toute parallèle à cette droite est parallèle au plan.

[image: image657.wmf]3
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H : 
a // (


b // a

T :  b // (


D : Les droites parallèles a et b  déterminent un plan (. 
Deux possibilités existent :

· Le plan ( est strictement parallèle au plan ( et, dans ce cas, b ne peut évidemment avoir de point commun avec le plan (.
· Le plan (  n’est pas parallèle au plan (  et  ces deux plans se coupent suivant une droite d, parallèle à a et donc parallèle à b. 

Si b et ( n’étaient pas parallèles, ils auraient un point commun qui appartiendrait nécessairement à d, ce qui est impossible vu que d et b sont parallèles (sauf si b et d sont confondues : alors, d est incluse dans ( et donc parallèle à ().

Donc, dans tous les cas, on a : b // (.
c.q.f.d.

6. Si une droite est strictement parallèle à un plan et que par un point du plan, on mène la parallèle à cette droite, cette parallèle est incluse dans le plan.
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H : a // (
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b // a
T : 
[image: image305.wmf]a
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D : Le plan déterminé par la droite a et le point A coupe le plan ( suivant une droite b parallèle à a (Si une droite est strictement parallèle à un plan, tout plan contenant cette droite et un point du plan le coupe suivant une parallèle à la droite donnée).

Du fait que par un point (ici A), on ne peut mener qu’une parallèle à une droite donnée (ici a), la parallèle de l’énoncé est la droite b, incluse dans le plan (.
c.q.f.d.

7. Une droite est parallèle à un plan si et seulement si elle est parallèle à une droite de ce plan.

Ce théorème comprend deux parties : le théorème direct et sa réciproque.

Théorème direct
Si une droite est parallèle à un plan, elle est parallèle à une droite de ce plan.
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H :  a // (
T : 
[image: image306.wmf]a
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D : Choisissons un point A dans (. Par ce point, traçons la parallèle b à a.
En vertu du théorème précédent (Si une droite est strictement parallèle à un plan et que par un point du plan, on mène la parallèle à cette droite, cette parallèle est incluse dans le plan), b est incluse dans (.
c.q.f.d.

Réciproque

Si une droite est parallèle à une droite d’un plan, elle est parallèle à ce plan.
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Ceci est évident si la droite est incluse dans le plan. Dans le cas contraire, il s'agit du théorème B2.

8. Si deux plans sécants sont parallèles à une même droite, leur intersection est parallèle à cette droite.
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D : Prenons un point A sur d et soit d’ la parallèle à a passant par A et montrons que d' est la droite d. On a
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 (Si une droite est strictement parallèle à un plan et que par un point du plan, on mène la parallèle à cette droite, cette parallèle est incluse dans le plan).
Dès lors, d’ est l’intersection de ( et de (. d’ et d sont donc confondues et d // a.
c.q.f.d.
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T : d // a
Parallélisme de plans

1. Si deux plans sont strictement  parallèles, toute droite de l’un est parallèle à l’autre.
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H :  ( // (
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D : Supposons que a ne soit pas parallèle à (. Dès lors, a coupe ( en un point A.

Puisque a est incluse dans (, le point A appartenant à a, appartient aussi à (.

A appartiendrait donc à ( et à ( et ces plans ne seraient pas strictement parallèles, ce qui est contraire à l’hypothèse.

Donc a // (.

c.q.f.d.

9. Par tout point extérieur à un plan, on peut faire passer un et un seul plan parallèle à un plan donné.
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Construction : Désignons par A le point donné et ( le plan donné. Considérons dans le plan ( deux droites sécantes m et n. Par A, traçons deux droites a et b respectivement parallèles aux droites m et n. Les droites a et b déterminent un plan ( répondant à la question posée.

En effet, si ( n’était pas parallèle à (, il couperait celui-ci suivant une droite d. Celle-ci couperait nécessairement une des droites a ou b (puisqu’elles ne sont pas parallèles) en un point. Celui-ci appartiendrait au plan ( et à une des droites a ou b, ce qui est contraire à la construction. Donc le plan ( est bien le plan cherché.

Unicité : L’énoncé dit clairement « un et un seul plan ». Nous en avons construit un. La question se pose de savoir s’il n’est pas possible d’en construire un deuxième. Supposons donc qu’il existe un deuxième plan (’ parallèle à ( et passant par A. 

Le plan (’ est parallèle aux droites m et n (Si deux plans sont strictement parallèles, toute droite de l’un est parallèle à l’autre). De plus, les droites a et b sont entièrement dans (’ (Si deux plans sont strictement parallèles, toute droite de l’un est parallèle à l’autre) et donc celui-ci est confondu avec (.
10. Deux plans sont parallèles si et seulement si l’un d’eux contient deux droites parallèles à deux droites sécantes de l’autre.

Cette proposition comprend un théorème et sa réciproque.
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Théorème direct

Si deux plans sont parallèles, l’un d’eux contient deux droites parallèles à deux droites sécantes de l’autre.
D : Dans le plan (, construisons deux droites a et b sécantes en A. Par un point A’ de (, construisons les parallèles a’ et b’ respectivement à a et b. 

Les droites a’ et b’ sont incluses dans le plan (. (Si deux plans sont strictement parallèles, toute droite de l’un est parallèle à l’autre).
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Réciproque

 Si deux droites sécantes sont parallèles à deux droites d'un même plan, elles déterminent un plan parallèle au plan donné.

Cette réciproque se déduit sans problème du théorème précédent.

11. Deux plans parallèles à un même troisième sont parallèles entre eux.
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· D : Si ( et ( ne sont pas parallèles, ils sont sécants. Dans ce cas, par un des points communs, on pourrait mener deux plans parallèles à un même troisième, ce qui est contraire à un théorème précédent (Par tout point, on peut faire passer un et un seul plan parallèle à un plan donné).
Donc ( est parallèle à (.

c.q.f.d.

12. Si deux plans sont parallèles, tout plan qui coupe l’un, coupe l’autre.
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D : Supposons que ( et ( ne se coupent pas. Dès lors, 

( // (
Puisque 

( // ( (par hypothèse),

on a :



( // ( (Deux plans parallèles à un même troisième sont parallèles entre eux).

ce qui est contraire à l’hypothèse.

Donc les plans ( et ( se coupent suivant une droite b et 
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c.q.f.d.
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13. Les intersections de deux plans strictement parallèles par un troisième sont strictement parallèles.
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H :  ( // (
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T : a // b.



D : Supposons que a et b ne soient pas parallèles. Puisque ces deux droites sont incluses dans un même plan ((), elles se coupent en un point A. Celui-ci se trouve nécessairement dans ( et dans (, ce qui est impossible vu l’hypothèse.

Donc a // b.

c.q.f.d.

14. Si deux plans sont parallèles, 

(  toute droite qui coupe l’un coupe l’autre ;

(  toute droite parallèle à l’un est parallèle à l’autre.

1e partie
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T : d coupe (
2e partie

Construisons un plan ( contenant d.

· d et ( sont sécants. Donc ( et ( se coupent suivant une droite a passant par A.

· Puisque 

( // (
(  coupe ( suivant la droite a,
on a :

(  coupe ( suivant une droite b parallèle à a (théorèmes précédents)

· Dans le plan (, 

a // b
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donc

d coupe b en un point B
or
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donc 

d coupe (
c.q.f.d.
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D : Si d n’était pas parallèle à 
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, elle couperait 
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 et en vertu de la première partie de ce théorème, couperait aussi 
[image: image332.wmf]a

, ce qui est contraire à l’hypothèse.

c.q.f.d.

20. Orthogonalité

B. Définitions

1. Deux droites sont perpendiculaires si et seulement si elles sont coplanaires et forment quatre angles droits.
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Les droites a et b sont perpendiculaires, ce qui s’écrit 

a ( b.
Remarque : Si un des angles formés par deux droites sécantes est droit, alors les autres le sont aussi.

Les droites EA et AD du cube dessiné ci-dessous sont perpendiculaires.

15. Deux droites sont orthogonales si et seulement si elles sont parallèles à des droites perpendiculaires.
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Remarques

Des droites perpendiculaires sont orthogonales.

Des droites orthogonales ne sont pas nécessairement perpendiculaires.

Exemples

Les droites EA et AD du cube dessiné ci-contre sont perpendiculaires et donc orthogonales.

Les droites EA et GH sont orthogonales sans être perpendiculaires.

16. Une droite est perpendiculaire à un plan si et seulement si elle est orthogonale à toutes les droites de ce plan.
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Il en résulte que si une droite est perpendiculaire à un plan, elle est perpendiculaire à toutes les droites de ce plan passant par son pied
 dans le plan.

La droite p est perpendiculaire au plan (, ce qui s’écrit 

p ( (
Dans le cube dessiné à la page précédente, la droite EA est perpendiculaire au plan ABC.

17. [image: image673.png]4



Deux plans sont perpendiculaires si et seulement si l’un d’eux contient une droite perpendiculaire à l’autre.

Sur la figure ci-contre, la droite a est incluse dans le plan ( et est perpendiculaire au plan (.. Le plan ( est donc perpendiculaire au plan (, ce qui s’écrit

( ( (.

Si l’on se réfère au cube de la page précédente, les plans ABC et BCG sont perpendiculaires ce qui s'écrit

ABCD ( BCGF
V. Propriétés des droites et plans perpendiculaires

18. Une droite est perpendiculaire à un plan si et seulement si elle est perpendiculaire à deux droites passant par son pied dans ce plan.

· Théorème direct


Si une droite est perpendiculaire à un plan, elle est perpendiculaire à deux droites passant par son pied dans ce plan.


Ceci est évident par définition.

· Réciproque

Si une droite est perpendiculaire à deux droites passant par son pied dans un plan, elle est perpendiculaire à ce plan.


Démontrons que cette droite est orthogonale à une droite quelconque du plan.
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D : Traçons sur a un vecteur 
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 quelconque. Les droites m et n étant sécantes, il est possible de décomposer 
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 situés respectivement sur m et n. 

Traçons sur p un vecteur 
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On a :
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puisque p est perpendiculaire à  m et n.

La droite a étant quelconque, cette démonstration peut être généralisée à toute droite du plan (.

c.q.f.d.

Conséquence 

Une droite est perpendiculaire à un plan si et seulement si elle est orthogonale à deux droites sécantes du plan.

19. Si deux plans sont parallèles, toute droite perpendiculaire à l’un est perpendiculaire à l’autre.
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D : Par p, construisons deux plans ( et (. Les plans ( et ( se coupent suivant la droite c, tandis que ( et ( se coupent suivant d. De même, ( et ( se coupent suivant c’, tandis que ( et ( se coupent suivant d’.

On a :

p ( c     et    p ( d 
Dans le plan ( : c // c’  et donc c’ ( p.
Dans le plan ( : d // d’ et donc d’ ( p.

La droite p est donc perpendiculaire à deux droites sécantes de ( et donc 
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c.q.f.d.

20. Si deux plans sont perpendiculaires à une même droite, ils sont parallèles entre eux.
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D : Par A, intersection du plan ( et de la droite d, traçons, dans (, deux droites quelconques a et a’.
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Les droites sécantes  a et d déterminent un plan qui coupe le plan ( suivant une droite b, parallèle à a (Les intersections de deux plans strictement parallèles par un troisième sont strictement parallèles).

De même, les droites sécantes a’ et d déterminent un plan qui coupe le plan ( suivant une droite b’, parallèle à a’.

Les droites b et b’ se coupent en B et déterminent un plan (’ parallèle au plan ( (Deux plans sont parallèles si et seulement si l’un d’eux contient deux droites parallèles à deux droites sécantes de l’autre).

Comme par un point (ici le point B), on ne peut mener qu’un plan parallèle à un plan donné (Par tout point, on peut faire passer un et un seul plan parallèle à un plan donné), les plans ( et (’ sont confondus. Donc ( est parallèle à (.

c.q.f.d.

21. Si deux droites sont parallèles, tout plan perpendiculaire à l’une est perpendiculaire à l’autre.

H : p // p’
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D : Puisque p est perpendiculaire au plan (, p est perpendiculaire à deux droites a et b de (, passant par son pied. (Une droite est perpendiculaire à un plan si et seulement si elle est perpendiculaire à deux droites du plan, passant par son pied).


[image: image352.wmf]'

'

est orthogonale à

est orthogonale à

pa

pb

ü

ï

ý

ï

þ

(Deux droites sont orthogonales si et seulement si elles sont parallèles à des droites perpendiculaires).

La droite p' étant orthogonale à deux droites sécantes de ( est perpendiculaire à (.

c.q.f.d.

22. Par un point donné, on peut construire un et un seul plan perpendiculaire à une droite donnée.

Deux cas sont à envisager : 

· le point donné est sur la droite donnée.

· Le point donné n’est pas sur la droite donnée.

Il ne suffit pas de montrer qu’il existe un tel plan : puisqu’il est construit, c’est qu’il existe. Il faut encore montrer qu’il est unique. A cet effet, supposons qu’il existe deux plans répondant à la question posée.

· 1er cas : le point donné A est situé sur la droite donnée a.
[image: image681.png]



· 2e cas : le point donné A n’est pas situé sur la droite donnée a.
[image: image682.png]




Par le point A, traçons deux perpendiculaires distinctes b et c à la droite a. Ces deux perpendiculaires forment le plan ( cherché. En effet, la droite a est perpendiculaire, par construction, à deux droites sécantes du plan (.
Ce plan est unique : Supposons qu’il y ait deux plans répondant à la question. Ces deux plans seraient perpendiculaires à la droite a et donc parallèles entre eux en vertu d’un théorème précédent (Si deux plans sont perpendiculaires à une même droite, ils sont parallèles entre eux.). Puisqu’ils ont un point commun A, ils ne peuvent qu’être confondus. Le plan cherché est donc unique.
c.q.f.d.

Dans le plan (a, A), traçons par A la droite b perpendiculaire à a. Cette perpendiculaire coupe a en Z. Par Z, construisons une autre perpendiculaire à a. Les droites b et c (qui se coupent en Z) forment le plan cherché. 

Ce plan est unique : Supposons qu’il existe un deuxième plan répondant à la question. Ce deuxième plan couperait la droite a en un point Z’ distinct de Z. Ces deux plans, perpendiculaires à une même droite, à savoir a, seraient parallèles en vertu d’un théorème précédent (Si deux plans sont perpendiculaires à une même droite, ils sont parallèles entre eux.) et auraient un point commun, à savoir A. Il n’y a donc qu’un seul plan répondant à la question.

c.q.f.d.




23. Par un point donné, on peut construire une et une seule droite perpendiculaire à un plan donné.

Deux cas sont à envisager : 

· le point donné est dans le plan donné.

· le point donné n’est pas le plan donné.

1er cas : Le point donné A est situé dans le plan donné (.
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Par le point A, traçons, dans le plan (, deux droites sécantes distinctes b et c.

Par le point A, traçons le plan ( perpendiculaire à la droite b et le plan ( perpendiculaire à la droite c.

Ces deux plans ayant un point commun A ont une droite commune qui est la perpendiculaire cherchée.

En effet, par construction, elle est perpendiculaire à deux droites sécantes du plan (.

2e cas : Le point donné A n’est pas situé dans le plan donné (.
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Traçons, dans le plan (, une droite quelconque a. Par A, menons le plan perpendiculaire à a. Ce plan coupe le plan ( suivant une droite d. Dans ce plan, construisons la droite p passant par A et perpendiculaire à d. C’est la droite cherchée. En effet, par construction, elle est orthogonale à deux droites sécantes du plan (, à savoir d et a  


Il ne suffit pas de montrer qu’il existe une telle droite : puisqu’elle est construite, c’est qu’elle existe. Il faut encore montrer qu’elle est unique. A cet effet, supposons qu’il existe deux droites répondant à la question posée.


Supposons donc que, par A, on puisse tracer deux perpendiculaires p et p’ au plan (. Ces deux droites forment un plan qui coupe le plan ( suivant une droite z. On pourrait donc, dans ce plan, mener par un point deux perpendiculaires à la droite z, ce qui est impossible.

c.q.f.d.

24. Deux droites perpendiculaires à un même plan sont parallèles entre elles.
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D : Désignons par A et A’ respectivement les pieds des perpendiculaires p et p’ dans le plan (. Par A’, traçons la parallèle p" à p. En vertu d’un théorème précédent (Si deux droites sont parallèles, tout plan perpendiculaire à l’une est perpendiculaire à l’autre), p" est perpendiculaire à (.

Dès lors, p’ et p" sont deux perpendiculaires au plan (, passant toutes deux par le point A’. En vertu de l’unicité de cette perpendiculaire, p’ et p" sont confondues et p est donc parallèle à p’.

c.q.f.d.

25. Théorème des TROIS PERPENDICULAIRES : Si d’un point, on mène deux droites, l’une perpendiculaire à un plan, l’autre perpendiculaire à une droite de ce plan, cette dernière droite est perpendiculaire au plan formé par les deux perpendiculaires.
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D : 

· Par hypothèse, d est perpendiculaire à b. 

· Puisque a est perpendiculaire au plan (, elle est orthogonale à toutes les droites du plan (, en particulier à la droite d. 

· Puisque d est orthogonale à deux droites sécantes du plan déterminé par les droites a et b, elle est perpendiculaire à ce plan. 

c.q.f.d.

Note : 

Cette démonstration est valable pour un point A se trouvant ou non dans le plan (.

W. Propriétés des plans perpendiculaires

26. Si deux plans sont perpendiculaires et si d’un point de l’un d’eux, on mène une perpendiculaire à l’autre, celle-ci est contenue toute entière dans le premier.

[image: image687.wmf]()

BA

zzk

-×

r

()

BA

yyj

-×

r

()

BA

xxi

-×

r

H :
[image: image361.wmf]b

^

a

 

 



[image: image362.wmf]b

Î

P



[image: image363.wmf]Pd

Î



[image: image364.wmf]a

^

 

 

d


T : 
[image: image365.wmf]b

Ì

d


[image: image688.png]






D : Puisque les plans ( et ( sont perpendiculaires, il existe une droite p de l’un qui est perpendiculaire à l’autre.

Supposons d’abord que cette droite p soit incluse dans le plan (. Si P appartient à p, le théorème est démontré en vertu d’un théorème précédent (Par un point, on ne peut mener qu’une seule perpendiculaire à un plan donné).

Si P n’appartient pas à p, on a :

· 
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 (par hypothèse)

· 
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 (par construction)

· donc 
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 (Deux droites perpendiculaires à un même plan sont parallèles entre elles).

· p et d déterminent un plan qui contient une droite de (, à savoir p et un point de (, à savoir P. Ce plan est donc confondu avec le plan (.

Supposons maintenant que ce soit le plan ( qui contienne une droite p perpendiculaire au plan (. 

d est orthogonale à toutes les droites de ( et en particulier à p.
Puisque par un point (P en l’occurrence), on ne peut mener qu’un seul plan perpendiculaire à une droite donnée, d est incluse dans (.

c.q.f.d.

27. Si deux plans sont perpendiculaires et si d’un point de l’un d’eux, on mène une perpendiculaire à leur intersection, cette perpendiculaire est perpendiculaire à l’autre plan.
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D : Supposons que d ne soit pas perpendiculaire au plan (. Par P, construisons la droite d’ perpendiculaire au plan ( (et donc à toutes les droites passant par son pied dans ().

En vertu du théorème précédent, d’ est incluse dans (. 

Dès lors, dans le plan (, existent deux droites d et d’ toutes deux passant par le point P et perpendiculaires à la droite a, ce qui ne peut arriver que si d et d’ sont confondues.

Donc 
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c.q.f.d.




28. Si deux plans sont parallèles, tout plan perpendiculaire à l’un est perpendiculaire à l’autre.
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D : Puisque les plans ( et ( sont perpendiculaires, il existe dans l’un d’eux une droite p perpendiculaire à l’autre.

· Supposons que p soit incluse dans ( (et donc parallèle à (). Par un point de (, traçons la parallèle p’ à p. En vertu d’un théorème précédent (Si une droite est strictement parallèle à un plan et que par un point du plan, on mène une parallèle à cette droite, cette parallèle est incluse dans le plan), p’ est incluse dans ( et en vertu d’un théorème précédent (Si deux droites sont parallèles, tout plan perpendiculaire à l’une est perpendiculaire à l’autre), p’ est perpendiculaire à (. Le plan ( contient donc une droite perpendiculaire à ( et est donc lui-même perpendiculaire à (.

· Supposons que p soit incluse dans (. Dans ce cas, p est perpendiculaire à ( (en vertu de l’hypothèse) et donc aussi à ( (Si deux plans sont parallèles, toute droite perpendiculaire à l’un est perpendiculaire à l’autre). Donc ( contient une droite perpendiculaire à ( et est donc perpendiculaire à (.

· On a donc toujours 
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21. Le plan médiateur d’un segment

X. Définition 

Le plan médiateur d’un segment est le plan perpendiculaire à ce segment en son milieu.

Y. Propriété

Le lieu géométrique des points équidistants de deux points donnés est le plan médiateur du segment qui joint les deux points.


Comme il s'agit d'un lieu géométrique, ce théorème se décompose en une condition nécessaire et une condition suffisante. Les deux démonstrations sont identiques à celles qui ont été faites antérieurement dans le plan.

22. Théorème de Thalès dans l’espace

Rappel

Théorème de Thalès dans le plan.

Des droites parallèles déterminent sur deux droites qui les coupent des segments homologues proportionnels.
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Des plans parallèles déterminent sur deux droites qui les coupent des segments homologues proportionnels.
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D : Considérons donc trois plans parallèles (, ( et (  coupés par les droites d et d’ respectivement en les points comme indiqué sur la figure.

Traçons la droite CA’ qui coupe le plan ( en B".

· Le plan formé par la droite d et le point B’’ coupe les plans (, ( et ( suivant des droites parallèles, ce qui permet d’appliquer le théorème de Thalès dans ce plan. On obtient :
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· Le plan formé par la droite d’ et le point B" coupe les plans (, ( et ( suivant des droites parallèles, ce qui permet d’appliquer le théorème de Thalès dans ce plan. On obtient :
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Par multiplication membre à membre, on trouve :
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c.q.f.d.

Réciproque du théorème de Thalès :

Si deux segments sont compris entre deux plans parallèles et si un troisième plan partage ces deux segments en parties proportionnelles, ce troisième plan est parallèle aux deux autres.

La démonstration est laissée au soin du lecteur.

23. Sections planes

Z. Définition

La section plane d’un solide par un plan est le polygone obtenu en coupant le solide par le plan.

AA. Exemples

1. Considérons un cube ABCDEFGH et trois points X, Y et Z respectivement situés sur les arêtes [CB], [CG] et [CD]. Construire la section plane du cube par le plan XYZ.

[image: image693.png]


Les points X et Y étant situés sur des arêtes consécutives, il est évident que la face FGCB est coupée par le plan XYZ suivant le segment [XY].

De même, la face ABCD est coupée par le plan XYZ suivant le segment [XZ] et la face CGHD est coupée par le même plan suivant le segment [YZ].

La section cherchée est donc le triangle XYZ (tracé en traits épais).
2. Considérons un cube ABCDEFGH et trois points X, Y et Z respectivement situés sur les arêtes [FG], [GC] et [AB]. Construire la section plane du cube par le plan XYZ.
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· Les points X et Y donnés étant situés sur des arêtes consécutives, le segment 
[image: image384.wmf][
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XY

 est un premier côté de la section cherchée.
· L’intersection du plan XYZ et de la droite BC est le point M car les droites XY et BC sont toutes deux situées dans le plan FGCB.
· L’intersection des plans XYZ et ABCD est la droite MZ qui coupe CD en N.
· L’intersection du plan XYZ et du plan GHDC est la droite YN.
· L’intersection du plan XYZ et du plan EFGH est une droite parallèle à ZM passant par X (Les intersections de deux plans strictement parallèles par un troisième sont strictement parallèles). Cette parallèle coupe EF en P.

· Les points P et Z appartenant au même plan peuvent être joints par un segment qui n'est autre que l'intersection du plan XYZ avec la face FBAE.

· La section cherchée est donc le polygone XYNZP.

3. On considère un tétraèdre ABCD, un point M situé sur l’arête 
[image: image385.wmf][

]

AB

 et une droite d dans le plan BCD. Construire la section du tétraèdre par le plan (M, d).
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Les droites d et BC sont situées dans un même plan. Soit Y leur point d’intersection 

De même, les droites d et BD sont situées dans un même plan. Soit Z leur point d’intersection.

Y appartient à la droite BC et donc au plan ABC. La droite MY est située dans ce plan et coupe AC en un point R.

De même, le point Z appartient à la droite BD et donc au plan ABD. La droite MZ est située dans ce plan et coupe AD en un point S.

Les points R et S étant situés sur deux arêtes consécutives, le segment 
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RS

 fait partie de la section.

La section cherchée est donc le triangle (tracé en gras sur la figure) MRS.
4. On considère un tétraèdre ABCD et trois points X, Y et Z respectivement situés sur les arêtes [AB], [AD] et [CD]. Construire la section plane du tétraèdre par le plan XYZ. 
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Les points X et Y donnés étant situés sur des arêtes consécutives, 
[image: image387.wmf][

]

XY

 est un premier côté de la section cherchée.

Par le même raisonnement, on peut affirmer que [YZ] est un deuxième côté de la section cherchée.

Les droites XY et BD étant situées dans le plan ABD, se coupent en un point U ou sont parallèles.

* Supposons d’abord qu’elles se coupent en U. Dès lors, on a :

· U appartient au plan BCD parce que situé sur BD 

· U appartient au plan XYZ parce que situé sur XY.
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D’autre part, Z appartient aussi aux plans BCD et XYZ (par hypothèse). La droite UZ est donc l’intersection de ces deux plans. Si on appelle V l’intersection de BC et UZ (droites du plan BCD), 
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]

VZ

 est un côté de la section cherchée. 

V et X étant situés sur des arêtes consécutives, 
[image: image389.wmf][

]

VX

 est un côté de la section cherchée.

· Si les droites XY et BD sont parallèles, le plan XYZ coupe le plan BCD suivant une parallèle à XY passant par Z. Cette parallèle coupe la droite BC en V.

Dans les deux cas, la section cherchée est le quadrilatère XYZV.
5. [image: image698.png]


On donne un trièdre de sommet S et trois points X, Y et Z respectivement sur chacune des faces. Ces derniers ne sont pas situés sur les arêtes. Construire la section du trièdre par le plan déterminé par ces trois points.


Désignons par a, b et c les arêtes du trièdre (Z appartient à la face ab, Y à la face ac et X à la face bc).


Sur b, choisissons un point B et traçons BZ et BX. Ces deux droites coupent respectivement a en A et c en C. 


Les droites XZ et AC sont coplanaires et se coupent en V. Il suffit alors de tracer la droite VY qui se trouve dans la face ac et qui, dès lors, coupe c en C’ et a en A’.


La section cherchée est le triangle A’B’C’ dessiné en gras sur la figure.

Note

Si les droites XZ et AC étaient parallèles, il suffirait de tracer, par Y, la parallèle à XZ qui couperait les droites c et a respectivement en C’ et A’.

24. Point de percée d’une droite dans un plan

AB. Définition

Le point de percée d’une droite dans un plan est le point d’intersection de cette droite et de ce plan. Nous savons qu’il est unique.

AC. Propriété

Le point de percée d’une droite dans un plan qui ne lui est pas parallèle appartient à l’intersection de ce plan et de tout plan qui contient la droite donnée.


Cette propriété permet de déterminer graphiquement, dans toutes les situations, le point de percée d'une droite dans un plan et donc l'intersection d'un plan avec un solide.
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Comme P appartient aux deux plans, il est donc un point de leur intersection b.

AD. Exemples

1. Considérons un cube ABCDEFGH, et un point Y situé sur l’arête ]GC[. Construire le point de percée de la droite EY dans le plan ABCD.

[image: image700.png]


Le point P cherché se trouve sur la droite EY. Celle-ci est incluse dans le plan diagonal EGCA. Il se trouve aussi dans le plan ABCD et appartient donc à l’intersection des plans précités, c’est-à-dire la droite AC.  Puisque les droites AC et EY sont incluses dans le plan diagonal EGCA et que EY n’est pas parallèle au plan ABCD (Y ne peut être en G), le point P cherché est à l’intersection de ces droites.

2. [image: image701.png]


Considérons un cube ABCDEFGH, un point Y situé sur l’arête ]GC[ et un point X situé dans la face BFGC. Construire le point de percée de la droite XY dans le plan BGE.

Le point P cherché se trouve sur la droite XY, c’est-à-dire dans le plan BFGC puisque X et Y appartiennent à ce plan. Il se trouve aussi dans le plan BGE. P appartient donc à l’intersection des plans BFGC  et BGE, c’est-à-dire à la droite BG. Il suffit donc de dessiner le point commun aux droites XY et BG.
Si XY est parallèle à BG et donc au plan BGE, il n’y a évidemment pas de point de percée.

3. Considérons un cube ABCDEFGH et deux points X et Y respectivement situés sur les arêtes 
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 du cube. Construire le point de percée de la droite XY  dans le plan ABCD.
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Le point P cherché appartient au plan ABCD et à la droite XY. Celle-ci est incluse dans le plan XYC. P appartient à l'intersection des deux plans ABCD et XYC, c'est-à-dire à la droite X'C où X' est la projection de X parallèlement à GC sur le plan ABCD.

P est le point d'intersection des droites X'C et XY.

4. Considérons un cube ABCDEFGH et deux points N et M respectivement situés sur les arêtes 
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du cube. Construire le point de percée de la droite MN dans le plan FBCG
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Considérons le plan ABGH déterminé par les droites parallèles AB et GH
· La droite MN est incluse dans ce plan puisqu'elle s'appuie sur les deux parallèles précitées.

· Le point de percée K cherché appartient à l'intersection de ce plan et du plan FBCG, soit la droite BG.

· Puisque les droites MN et BG sont coplanaires, il suffit de prendre leur intersection.

25. Perpendiculaire commune à deux droites gauches


Deux droites sécantes déterminent un plan. Il existe donc une infinité de droites orthogonales à deux droites sécantes : toutes les perpendiculaires au plan qu’elles forment. Parmi celles-ci, une seule est perpendiculaire aux deux droites : la perpendiculaire au plan qu’elles déterminent et qui passe par leur point d’intersection.


Dans le cas de droites parallèles distinctes, toutes les perpendiculaires à l’une d’elles, situées dans le plan qu’elles déterminent, sont perpendiculaires aux deux droites données.


Dans le cas de deux droites confondues, toutes les perpendiculaires à la seule droite qu’elles déterminent sont perpendiculaires aux deux droites.


Voyons ce qui se passe lorsque les droites données sont gauches.


Considérons deux droites gauches a et b et recherchons une perpendiculaire commune à ces deux droites. A priori, nous ne savons pas si elle existe et s’il y en a une ou plusieurs.
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Par un point B de b, traçons une parallèle a’ à a. Les droites a’ et b déterminent un plan que nous appellerons (.


Par B, construisons la perpendiculaire p au plan (. Les droites p et b déterminent un plan que nous appellerons (.


Soit enfin A le point de percée de a dans le plan (. Par ce point, traçons la parallèle p’ à p. Cette dernière droite est perpendiculaire aux deux droites données a et b. En effet :

· p’ est parallèle à p ; p est perpendiculaire à (. Donc p’ est perpendiculaire à ( (Si deux droites sont parallèles, tout plan perpendiculaire à l'une est perpendiculaire à l'autre) et donc orthogonale à a’ et à b (qui déterminent le plan (). Puisque a’ est parallèle à a (par construction), p’ est orthogonale à a.
· Par construction, p’ passe par A, point de a. Donc p’ est perpendiculaire à a.

· p’ est parallèle à p et est incluse dans le plan ( qui contient p par construction. Mais ce plan contient aussi la droite b. Les droites p’ et b appartenant au même plan sont parallèles ou sécantes. Elles ne peuvent être parallèles puisque p et b se coupent. p’ et b sont donc perpendiculaires.


La droite p’ est la perpendiculaire commune cherchée. Puisque nous l’avons construite, elle existe.


Supposons qu’il existe deux perpendiculaires communes 
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 aux deux droites a et b. Sur chacune des droites a, b, 
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, choisissons respectivement les vecteurs 
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Les vecteurs 
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 n’étant pas parallèles, déterminent un plan et les relations qui précèdent montrent clairement que les vecteurs 
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 sont perpendiculaires à ce plan. Les droites 
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 sont parallèles entre elles. Elles déterminent un plan ( sécant avec les droites a et b. 

L’intersection de a et de 
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 se trouve dans (.

L’intersection de a et de 
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La droite a et le plan ( qui la coupe ont donc deux points communs. Cela ne peut être que si ces deux points sont confondus.

Le même raisonnement conduit à montrer que la droite b et le plan ( qui la coupe ont deux points communs qui ne peuvent être que confondus.

Il en résulte donc que les deux droites 
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 sont confondues et qu’il n’y a qu’une perpendiculaire commune à deux droites gauches.

Chapitre 3 : TRANSFORMATIONS

1. Homothéties

AE. Définition

Une homothétie de centre O et de rapport k est une transformation de l’espace (ou du plan) qui à chaque point A associe son image A’ telle que
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AF. Exemple
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Le triangle A’B’C’ est l’image du triangle ABC par une homothétie de centre O et de rapport 2 parce que
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AG. Triangles homothétiques et triangles semblables


Si l’on se réfère à la similitude des triangles vue antérieurement, il est facile de constater que deux triangles homothétiques sont toujours semblables, l’inverse n’étant pas vrai. 

AH. Homothétie et parallélisme

29. L’image d’une droite par une homothétie de rapport non nul est une droite.

Considérons deux points A et B et leurs images respectives A’ et B’ par une homothétie de centre O et de rapport k. Démontrons que l’image de tout point X de la droite AB est un point X’ de la droite A’B’ et réciproquement, que tout point Y’ de la droite A’B’ est l’image d’un point Y de la droite AB.
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ce qui signifie que A’X’ est parallèle à AB. Le lieu géométrique des points X’ est la droite parallèle à AB passant par A', c'est-à-dire la droite A’B’.
De même, 
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Y appartient à la parallèle à A’B’ passant par A, c'est-à-dire la droite AB.

c.q.f.d.

2. L’image d’une droite par une homothétie de rapport non nul est une droite parallèle à la droite donnée.


Considérons une homothétie de centre O et de rapport k, deux points A et B et leurs images respectives par cette homothétie A’ et B’. On a successivement
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et par soustraction membre à membre :
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Il en résulte que l’image d’une droite est une droite parallèle à la droite donnée.

3. Les homothéties de rapport non nul conservent le parallélisme.
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a’ // b’
Considérons deux droites parallèles a et b et leur image respective a’ et b’ par une homothétie de centre O et de rapport k. En vertu du théorème précédent et compte tenu de l’hypothèse, on a successivement :
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et, par transitivité du parallélisme, a’ // b’.
c.q.f.d.

AI. Homothéties particulières.

· L’homothétie identique 
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 est l’homothétie de centre O et de rapport 1. Chaque point est sa propre image..

· L’homothétie nulle 
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 ou 
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 est l’homothétie de centre O et de rapport 0. L'image de chaque point est le centre de l’homothétie.

· La symétrie centrale 
[image: image443.wmf]O

s

 est l’homothétie de centre O et de rapport –1.

AJ. Point fixe
 d’une homothétie


La définition montre qu’une homothétie non identique n’a qu’un seul point fixe, son centre.

AK. Droites de points fixes


Une homothétie non identique n’ayant qu’un point fixe ne peut avoir de droite de points fixes.

AL. Droites fixes


Toutes les droites passant par le centre d’une homothétie non nulle sont des droites fixes. Ce sont d’ailleurs les seules pour les homothéties non identiques.

AM. Invariants


Nous avons vu que les homothéties conservent le parallélisme. De la même façon, il est aisé de montrer que les homothéties conservent

· l’amplitude des angles et en particulier la perpendicularité ;

· la proportionnalité et en particulier le milieu ;

· l’égalité des distances et des vecteurs.

AN. Cas des aires et des volumes

Les aires sont multipliées par le carré du rapport d’homothétie.

Les volumes sont multipliés par le cube de la valeur absolue du rapport d’homothétie.

2. Transformations du plan et de l’espace


Précédemment, nous avons déjà rencontré de nombreuses transformations du plan : les translations, les symétries orthogonales, les symétries centrales, les rotations et nous venons juste de parler des homothéties.


Il est extrêmement facile de généraliser à l’espace la notion de translation et les propriétés de cette transformation sont les mêmes dans le plan et dans l’espace. Il en est de même des homothéties.


Que l’on travaille dans le plan ou dans l’espace, on peut toujours rechercher l’image d’un point ou d’une figure par deux ou plusieurs transformations successives.


La composée de deux transformations est la transformation obtenue en appliquant la première puis la seconde transformation.


Cette définition laisse immédiatement sous-entendre que cette opération n’est pas commutative dans l'ensemble des transformations. Cependant, dans certains sous-ensembles de celui-ci, tel le sous-ensemble des translations par exemple, cette opération est commutative.

3. Loi de composition de transformations


Nous voudrions soulever le problème suivant : 

Que se passe-t-il si l’on fait subir à une figure (du plan ou de l’espace) deux transformations successives ? C’est tout le problème de la composition des transformations. Ce problème, extrêmement vaste, ne sera abordé ici que dans le cadre restreint des isométries du plan. Pour de plus amples détails, nous renvoyons le lecteur à des ouvrages spécialisés
.


Parmi les propriétés de la loi de composition, nous nous intéresserons plus spécialement aux suivantes :

· loi interne et partout définie.

· loi associative.

· existence d’un élément neutre.

· existence d’un élément symétrique.

· loi commutative.


Tout ensemble muni d’une loi de composition qui jouit des quatre premières propriétés est un groupe.


Tout ensemble muni d’une loi de composition qui jouit des cinq propriétés est un groupe commutatif.

4. Les isométries du plan

Définition

Une isométrie est une transformation qui conserve les distances.


Nous avons rencontré antérieurement diverses isométries : les translations, les symétries (orthogonales et centrales), les rotations. Par contre, les homothéties ne sont pas des isométries.


Il existe un certain nombre de théorèmes concernant les isométries, par exemple :

· la composée de deux translations est une translation.

· la composée de deux symétries centrales est une translation.

· la composée de deux symétries orthogonales d’axes parallèles est une translation.

· la composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants est une rotation.

Nous ne les démontrerons pas toutes.

A. Les translations

1. Définition.
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Considérons deux points A et B.

La translation de vecteur 
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 est la transformation qui associe à tout point X le point Y tel que 
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2. Propriétés


Nous avons vu qu’à chaque translation, on peut associer un vecteur et réciproquement.


A l’addition des vecteurs, il suffit d’associer la composition des translations et les propriétés de celle-ci viennent automatiquement.


Il en résulte que 

L’ensemble des translations muni de la loi de composition est un groupe commutatif.
AO. Les symétries orthogonales

1. Définition


Considérons une droite d et un point A. 
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L’image de A par la symétrie orthogonale d’axe d est le point A’ tel que d est la médiatrice du segment 
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2. Propriété 


La composée de deux symétries orthogonales d’axes parallèles est une translation.
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Considérons deux symétries orthogonales d’axes parallèles x et y et un point A. On a :
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L’image de A par la composée des deux symétries dans l’ordre indiqué est donc A".

Si X est l’intersection de AA" et de x et Y l’intersection de AA" et de y, on a par définition :
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et dès lors
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Les points X et Y étant indépendants du choix du point A, on peut affirmer que la composée des deux symétries orthogonales ci-dessus est la translation de vecteur 
[image: image450.wmf]XY

2

.


Cette propriété montre que la composition des symétries orthogonales n’est pas une loi interne et partout définie. Il en résulte clairement que l’ensemble des symétries orthogonales muni de la loi de composition n'est pas un groupe.

AP. Les symétries centrales

1. Définition

L’image d’un point A par la symétrie centrale de centre C est le point A’ tel que 
[image: image451.wmf]'
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2. Propriété 


La composée de deux symétries centrales est une translation.


La démonstration est semblable à la précédente et laissée au soin du lecteur.


Cette propriété montre que la composition des symétries centrales n’est pas une loi interne et partout définie. Il en résulte clairement que l’ensemble des symétries centrales muni de la loi de composition n'est pas un groupe.

AQ. Les isométries qui laissent un carré invariant


Recherchons les isométries qui laissent invariant un carré donné. Il faut donc trouver les transformations du plan qui conservent  : 

· les distances ;

· et le carré dans son ensemble, 

c’est-à-dire que l’image du carré est le carré lui-même. Tout point du carré peut être l’image d‘un autre point du carré et peut avoir comme image un autre point du carré.


Soit un carré ABCD de centre O. Toute rotation de centre O et d’amplitude bien choisie peut répondre à la question. Ces amplitudes « bien choisies » sont 
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 radians. Les symétries orthogonales dont les axes sont les médianes ou les diagonales répondent aussi à la question posée. Cela donne huit isométries.
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Étudions maintenant la loi de composition des isométries dans le cadre restreint de celles qui viennent d’être définies.


Pour ce faire, désignons par 
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 les rotations de centre O et d’amplitudes respectives 
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, 
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 les symétries orthogonales dont les axes sont les diagonales AC et BD et enfin 
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 les symétries orthogonales dont les axes sont les médianes MN et PQ.

Du fait qu’il s’agit d’un ensemble fini, la loi de composition peut être établie pour chacun des éléments et résumée dans le tableau suivant :
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Puisque le tableau est rempli, la loi de composition est interne et partout définie.

Il est facile de voir aussi que la loi est associative.

De plus, 
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 est neutre pour la composition puisque la première ligne est identique à la ligne de référence et la première colonne à la colonne de référence.

Enfin, chaque élément admet un symétrique car 
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 figure une et une seule fois sur chaque ligne et chaque colonne.

Ce qui précède montre que l’ensemble considéré muni de la loi de composition est un groupe.

Enfin, le tableau n’est pas symétrique par rapport à la diagonale principale, ce qui signifie que la loi de composition n’est pas commutative.

Le groupe n’est donc pas un groupe commutatif.
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Les vecteurs � EMBED Equation.3  ��� et � EMBED Equation.3  ���sont orthogonaux


si et seulement si


l’un des deux est nul ou si les droites OA et OB sont perpendiculaires.
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Pour ne pas alourdir la figure, nous n’avons pas représenté les éléments qui définissent le repère.


Les traits pleins correspondent aux lignes de rappels qui permettent de déterminer graphiquement les coordonnées du point B, tandis que les pointillés permettent de déterminer graphiquement les coordonnées de A. 
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Le produit scalaire est commutatif : � EMBED Equation.3  ���


Le produit scalaire distribue l’addition des vecteurs :


� EMBED Equation.3  ���


Le produit scalaire jouit de l’associativité mixte :


� EMBED Equation.3  ���


Le produit scalaire n’est pas associatif : � EMBED Equation.3  ���











Le produit scalaire de deux vecteurs est nul si et seulement si ces deux vecteurs sont orthogonaux.
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� On trouve souvent dans la littérature l’expression « multiplication scalaire ». Il faut cependant être prudent de ne pas confondre avec le produit scalaire.


� La valeur du produit scalaire dépend évidemment de l’unité de longueur choisie.





� La projection orthogonale du point P sur la droite d est le point d’intersection de la droite d avec la perpendiculaire à d abaissée de P.


� Le pied de la perpendiculaire menée d’un point à un plan est l’intersection de cette perpendiculaire et du plan. Il s’agit du point A sur la figure.


� Un point fixe d’une transformation est un point qui est sa propre image par la transformation.


� Une droite de points fixes est une droite dont tous les points sont fixes.


� Une droite fixe d’une transformation est une droite qui est sa propre image par la transformation. Une droite de points fixes est nécessairement une droite fixe. Par contre, les points d’une droite fixe ne sont pas nécessairement leurs propres images.


� Le programme dit textuellement « On examinera les propriétés de la loi de composition de quelques transformations dans le but de disposer d’exemples et de contre-exemples de nature géométrique pour illustrer la notion de groupe ». Il n’est pas précisé s’il faut travailler dans le plan ou dans l’espace. Le programme ajoute : « Une classification exhaustive des transformations n’est pas au programme. On choisira de traiter au moins un ensemble de transformations parmi les ensembles suivants : isométries, homothéties,  isométries qui laissent invariante une figure plane ou de l’espace ». Une liberté de choix est donc laissée au professeur. Pour notre part, nous avons choisi d’étudier les isométries du plan : ce choix respecte le programme. Tout autre choix est cependant totalement permis.


� Monsieur l’Inspecteur général Dethier a étudié de manière très approfondie les isométries de l’espace. Les résultats de ses recherches, accompagnés d’exercices, ont été publiés par le Ministère de l’Education nationale dans la série « Documentation » sous le numéro 316/71 ; Messieurs les Inspecteurs Denis et Courtois ont rédigés un opuscule très détaillé concernant les isométries et les similitudes du plan. Celui-ci a été publié par le même service 316/72. Le lecteur intéressé peut s’y référer.
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