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Chapitre 4. LES LIMITES.

A. Définitions.

1. Introduction


Deux lapins sont distants de 8 mètres de la carotte qui leur servira de dîner. L’un d’eux décide d’atteindre sa carotte en 4 sauts égaux de 2 mètres chacun. Il n’a aucun problème pour atteindre et, bien sûr, manger la carotte.


L’autre, un mathématicien sûrement, décide faire des sauts exactement égaux à la moitié de la distance qui lui reste à parcourir. Il fait donc un premier saut de 4 mètres, un deuxième de 2 mètres, puis des sauts de 1 mètre, 0,5 mètre, 0,25 mètre,… 


Le sujet du présent chapitre est de voir comment réagit une fonction lorsque la variable s’approche d’une certaine valeur.

2. Limite finie


Considérons une variable réelle x. Nous dirons que x tend vers 5 (x ( 5) si x prend des valeurs aussi proches de 5 que l’on veut sans nécessairement l’atteindre. Il en résulte que la « distance » entre x et 5 devient aussi petite que l’on veut, ce qui se traduit mathématiquement par 
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où ( est un nombre strictement positif, arbitrairement choisi, aussi petit que l’on veut.

Notons que x peut tendre vers 5 de plusieurs manières :

· x prend successivement des valeurs telles que 4,9 ; 4,99 ; 4,999 ;… il tend vers 5 par la gauche, c’est-à-dire par valeurs plus petites que 5. Nous dirons qu’il tend vers 5 par valeurs inférieures et nous écrirons 
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· x prend successivement des valeurs telles que 5,1 ; 5,01 ; 5,001 ;… il tend vers 5 par la droite, c’est-à-dire par valeurs plus grandes que 5. Nous dirons qu’il tend vers 5 par valeurs supérieures et nous écrirons  
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· x prend successivement des valeurs telles que 4,9; 5,01; 4,99; 5,001; 4,999; 5,0001; …

· De même, x peut s’approcher de 5 de beaucoup d’autres manières que nous n’envisagerons pas dans la suite de ces notes.

3. Limite infinie

Considérons les valeurs successives de x : 1 ; 10 ; 100 ; 1000 ; …

x augmente sans cesse, devient et reste plus grand que tout nombre positif A arbitrairement choisi, aussi grand que l’on veut. On dit que x tend vers plus l’infini
, ce qui s’écrit
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De même, considérons les valeurs successives de x : - 1 ; - 10 ; - 100 ; - 1000 ; …

x diminue sans cesse, devient et reste, en valeur absolue, plus grand que tout nombre positif A arbitrairement choisi, aussi grand que l’on veut. On dit que x tend vers moins l’infini, ce qui s’écrit
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Important
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 est un élément qui est strictement supérieur à tout réel;
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 est un élément qui est strictement inférieur à tout réel;


[image: image11.wmf]+¥

 et 
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 ne sont pas des réels.

Remarque

Nous ferons toujours précéder le symbole ( du signe + ou du signe – pour éviter toute confusion.

4. Limite finie d’une fonction lorsque la variable tend vers une valeur finie

Considérons la fonction f : x 
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 2x et supposons que x tende vers 5.

x
4,9
4,99
…
5
…
5,01
5,1

y = f(x) = 2x
9,8
9,98
…
10
…
10,02
10,2

[image: image472.wmf]b

x

f

a

x

a

x

=

®

¹

)

(

  

lim

 

Le tableau ci-dessus montre clairement que lorsque x tend vers 5, y tend vers 10, ce qui s’écrit :
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et se lit « la limite de f(x) quand x tend vers 5 est 10 ».

Le tableau qui précède montre que x peut s’approcher de 5 « par la gauche » (par valeurs plus petites que 5) : on parle alors de « limite à gauche ». De même, x peut s’approcher de 5 « par la droite » (par valeur plus grandes que 5) : on parle alors de « limite à droite ». Nous avons d’ailleurs déjà rencontré ces cas. Si la limite à gauche n’est pas égale à la limite à droite, la limite n'existe pas.

La limite de f  peut être atteinte car 5 appartient au domaine de la fonction f(x). Dans ce cas, pour calculer une limite, il suffit de remplacer x dans f(x) par la valeur vers laquelle x tend. Notons cependant que dans de rares cas particuliers une certaine prudence s’impose.


Mathématiquement, ce qui précède se traduit de la façon suivante :


La fonction f : x 
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 f(x) tend vers b lorsque x tend vers a si à tout nombre strictement positif ( arbitrairement choisi aussi petit que l’on veut, on peut faire correspondre un nombre strictement positif ( tel que
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On écrit :
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Remarque

Dans certains cas, si a n’appartient pas au domaine de f, on peut aussi avoir une limite finie, mais on se trouve alors en présence d’une indétermination (voir plus loin) ou d’un cas qui sort du cadre de ces notes.

Exemple
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Considérons la fonction 
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 qui est partout définie sauf en 
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. Sa représentation graphique est la même que celle de 
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 à condition d’enlever le point d’abscisse 2, ce qui est très visible sur le graphique ci-contre. Bien qu’elle ne soit pas définie en 
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, x peut s’approcher de 2 autant que l’on veut et si on applique la définition qui vient d’être donnée, il est possible de déterminer la limite de f(x) pour x tendant vers 2 :

x
1,9
1,99
…
2
…
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2,1
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5. Limite infinie d’une fonction lorsque la variable tend vers une valeur finie

Considérons la fonction 
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 et supposons que x tende vers 3.

Ici, la limite ne peut être atteinte car 3 n’appartient pas au domaine de la fonction considérée. On doit se contenter d’approcher de plus en plus de la valeur 3.

x
2,9
2,99
…
3
…
3,01
3,1

y = f(x) = 
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Le tableau ci-dessus montre clairement que lorsque x est suffisamment proche de 3, f(x) peut devenir aussi grand que l'on veut : il suffit de faire tendre x vers 3. Il en résulte que
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Il n’y a donc pas de limite en 3.

Exemples
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et 
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et 
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Un tableau de signes peut être bien utile pour déterminer le signe de l’infini.

Pour les fonctions que l'on étudie actuellement, la construction du graphique ne pose aucune problème. Il n'en sera pas de même pour toutes les fonctions. L'objectif des chapitres suivants est de pouvoir dessiner le graphique de toutes les fonctions.



Remarques

· Si, pour la fonction 
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, x tend vers 2, nous retrouvons le premier cas :
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· Si une valeur a de x n’est pas adhérente
 au domaine de la fonction alors 
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Exemple

Dans le cas de la fonction 
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, il n’est évidemment pas possible de rechercher la limite de cette fonction quand x tend vers 3 car 
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· Si a est une borne du domaine de f, alors la limite n’a de sens que d’un côté, mais peut donc être calculée.

Exemple

· On  peut calculer la limite de la fonction 
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 en 1, mais uniquement à droite : 
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Dans ce cas, la limite est la limite à droite, car 
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6. Limite infinie d’une fonction lorsque la variable tend vers l’infini

Considérons à nouveau la fonction f : x 
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 2x lorsque x tend vers + (.
x
1
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y = f(x) = 2x
2
20
200
2000
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De même, lorsque x 
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Par contre, si nous choisissons la fonction f : x 
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 - 2x, on obtient les résultats suivants :

x
1
10
100
1000
…

y = f(x) = - 2x
- 2
- 20
- 200
- 2000
…

x
- 1
- 10
- 100
- 1000
…

y = f(x) = - 2x
2
20
200
2000
…
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7. Limite finie d’une fonction lorsque la variable tend vers l’infini.

Considérons à nouveau la fonction f : x 
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y = f(x) = 
[image: image57.wmf]3

1

-

x


1
0,1
0,01
0,001
0,0001
…

et l’on constate que 
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Dans le cas de la même fonction avec x qui tend vers - (, on obtient :

x
2
- 7
- 97
- 997
- 9997
…

y = f(x) = 
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et on constate que 
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8. Conclusion

Il résulte de ce qui précède que neuf cas peuvent se présenter :

1.
x 
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2.
x 
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4.
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6.
x 
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8.
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où a et b représentent des réels, ( et ( des nombres strictement positifs aussi petits que l’on veut, A et B des nombres positifs aussi grands que l’on veut.

A. Calcul des limites

Nous admettrons les théorèmes suivants sans démonstration :

Si f, g et h représentent des fonctions de x qui tendent respectivement vers les limites finies 
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 quand x tend vers une valeur déterminée a et si k est une constante, on a :
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, on se trouve en présence d’un cas d’indétermination qui sera étudié plus loin.
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Exemples
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· Si f et g représentent des fonctions de x qui tendent respectivement vers des limites finies ou infinies quand x tend vers une valeur déterminée, on a :
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où r et s sont des nombres.

Dans trois cas, le signe de l’infini doit être déterminé, c’est l’objet du paragraphe suivant, tandis que dans plusieurs cas, on se trouve devant un cas d’indétermination ; nous verrons plus loin comment lever une indétermination.

B. Détermination du signe de l’infini


Ce problème ne se pose que lors du calcul de la limite d’une fraction dont le dénominateur tend vers 0 (quand x tend vers une limite finie a) ou dans le cas de certaines indéterminations : celles-ci seront étudiées plus loin. Le numérateur tend donc vers une limite finie k non nulle.

· Si k > 0, la fraction tend vers + ( quand le dénominateur tend vers 0 par valeurs positives et tend vers - ( dans le cas contraire.

· Si k < 0, la fraction tend vers - ( quand le dénominateur tend vers 0 par valeurs positives et tend vers + ( dans le cas contraire.


Il est facile de déterminer le signe de k (en remplaçant dans le numérateur x par la valeur vers laquelle il tend). Pour voir si le dénominateur tend vers 0 par valeurs positives ou négatives, il y a lieu d’étudier son signe. Pour ce faire, on se facilite le travail en tenant compte que a est un zéro du dénominateur. Rappelons aussi que pour étudier le signe d’un polynôme, il y a lieu de le décomposer d’abord en facteurs.

Remarques


Si c’est possible (et rapide), on commence par simplifier la fraction afin de déterminer plus facilement le signe du dénominateur. Le dénominateur étant déjà décomposé, il ne reste plus que le numérateur à traiter. Dans ce cas, il faut prendre la fraction simplifiée pour déterminer k. Le plus simple sera toujours d’étudier le signe de la fraction.

Dans le cas d’un dénominateur qui tend vers 0, il y a lieu d’être très prudent afin d’éviter des erreurs. Il faudra toujours être très soigneux dans la disposition des calculs.
Exemples
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La limite de cette fonction en 2 n'existe donc pas.
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La limite de cette fonction en 2 n'existe donc pas.
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C. Indéterminations


Bien qu’il en existe d’autres, nous n’envisagerons que les quatre cas d’indétermination suivants :

· 
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0

;

· 
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;

· (-( ;

· 0 . (.


Le dernier cas est surtout théorique, car il peut facilement se ramener à un des deux premiers en tenant compte du fait que diviser par un nombre, c’est multiplier par son inverse. Il est d’ailleurs extrêmement difficile de trouver un exemple (simple) de cette forme : il faut un produit de deux facteurs dont le premier tend vers 0 (et pour cela x doit tendre vers une valeur finie) et le second vers l’infini (et pour cela x doit tendre vers ().


Il reste donc en pratique trois cas à étudier et, dans chacun de ces cas, nous traiterons séparément les fonctions rationnelles et les fonctions irrationnelles. 

D. Théorème de l’étau


Considérons trois fonctions f : x 
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 f(x), g : x 
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 g(x) et h : x
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 h(x) admettant le même domaine de définition à l’exception d’une valeur a.

Si 
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 et si f(x) < g(x) <h(x), alors
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Nous admettrons ce théorème sans démonstration.
E. Exemples de calculs de limites.

Nous adopterons le plan de travail suivant :
1. x tend vers une valeur finie
· l’expression est rationnelle

· l’expression est irrationnelle
2. x tend vers l’infini
· l’expression est rationnelle

· l’expression est irrationnelle


Remarque importante

Il faut TOUJOURS remplacer dans l’expression donnée x par la valeur vers laquelle il tend dans l’expression donnée et tirer les conclusions de ce qui apparaît. On peut obtenir les résultats suivants :
a. Un nombre réel (éventuellement irrationnel ou 0) : c’est la limite cherchée si elle existe.

b. Une expression dont le dénominateur est 0 et le numérateur non nul.

c. Une expression de la forme 
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d. Une racine nième  d’un nombre négatif (avec n pair) : dans ce cas, il n’y a évidemment pas de limite.
9. x tend vers une valeur finie







· L’expression donnée est rationnelle

a. On obtient un nombre réel : c’est la limite cherchée si elle existe.

Exemples
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b. On obtient une expression fractionnaire telle que le numérateur est différent de 0 et le dénominateur est égal à 0. L’expression de départ doit donc être nécessairement fractionnaire. Le résultat est (. Mais il y a lieu de déterminer son signe.
Méthode

· Calculer la valeur numérique du numérateur en remplaçant dans celui-ci x par la valeur vers laquelle il tend.

· Décomposer le dénominateur en facteurs
.

· Calculer la valeur numérique de chaque facteur non nul en remplaçant dans celui-ci x par la valeur vers laquelle il tend.

· Rechercher quand le facteur qui tend vers 0, le fait par valeurs inférieures ou supérieures, c’est-à-dire par valeurs négatives ou positives. Ceci obligera à séparer les cas de limite à gauche et de limite à droite.

Exemples
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Donc 
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c. On obtient une expression fractionnaire dont le numérateur et le dénominateur sont nuls.
L’expression de départ est nécessairement fractionnaire et la forme obtenue est un cas d’indétermination de la forme 
[image: image206.wmf]0

0

. Il y a lieu de lever l’indétermination.

Méthode

· Factoriser le numérateur et le dénominateur
.

· Simplifier par le facteur commun
.

· Rechercher la limite de la nouvelle fraction qui apparaît
.

Exemples
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La limite à droite n’étant pas égale à la limite à gauche, il n’y a pas de limite.

d. Il n’est pas possible d’obtenir une racine d’indice pair d’un nombre négatif dans le cas d’expressions irrationnelles réelles.

· L’expression donnée est irrationnelle

Dans ce qui suit, nous n’envisagerons que le cas des radicaux d’indice deux.

a. On obtient un nombre réel : c’est la limite cherchée.

Exemple
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b. On obtient une expression fractionnaire telle que le numérateur est différent de 0 et le dénominateur est égal à 0. L’expression de départ doit donc être nécessairement fractionnaire. Le résultat est (. Mais il y a lieu de déterminer son signe.
Méthode

· Si le dénominateur ne comprend pas de radical, il suffit de procéder comme dans le cas d’une expression rationnelle.

· Si le dénominateur comprend un radical, on procédera encore de la même manière en se souvenant que le radicand ne peut tendre vers 0 par valeurs inférieures.

· Si le radicand est une fraction, son dénominateur doit tendre vers 0 par valeurs telles que la fraction reste positive. Le signe du résultat dépendra de ce qui se trouve en-dehors du radical.
Exemples
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donc 
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Les limites à gauche et à droite n’étant pas égales, il n’y a pas de limite.

c. On obtient la forme indéterminée 
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L’expression de départ est nécessairement fractionnaire. Il y a lieu de lever l’indétermination.

Méthode

· Rendre rationnel le dénominateur et/ou le numérateur.

· Simplifier.

· Rechercher la limite de la nouvelle fraction qui apparaît.

Exemples
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d. On obtient une racine d’un nombre négatif

Si le radical est d’indice pair (comme nous l’avons supposé), nous sommes en-dehors du domaine de définition de la fonction et l’exercice n’a pas de sens.

10. x tend vers l’infini
· L’expression donnée est rationnelle
1r cas : L’expression donnée est un polynôme 
Méthode

· La limite cherchée est la même que celle du terme du polynôme de plus haut degré. Il faut tenir compte de la règle des signes.
Exemple
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Justification

[image: image227.wmf]+¥

=

=

+

+

=

+

+

-¥

®

-¥

®

-¥

®

²

4

lim

)

²

4

2

²

4

3

1

²(

4

lim

)

2

3

²

4

(

lim

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


2e cas : L’expression donnée n’est pas un polynôme
Méthode

· Remplacer la fraction donnée par celle obtenue en prenant pour numérateur le terme de plus haut degré du numérateur et pour dénominateur le terme de plus haut degré du dénominateur.

· Simplifier la fraction ainsi obtenue.

· Si le résultat est indépendant de x, c’est la limite cherchée ; si x apparaît au numérateur, la limite est + ( ou - ( suivant la règle des signes ; enfin si x apparaît au dénominateur, la limite est 0.
Exemples
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· L’expression donnée est une fraction irrationnelle
a. Il n’y a pas de dénominateur et il n’y a qu’un seul signe radical (d’indice 2).
Le radical tend vers + (. L’expression tend vers + ( ou - ( suivant la règle des signes, compte tenu des facteurs éventuels qui précèdent le signe radical.

Exemples
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[image: image233.wmf]+¥

=

-

-¥

®

3

²

lim

x

x



[image: image234.wmf]-¥

=

-

-¥

®

3

²

lim

x

x

x


b. Il n’y a pas de dénominateur et il y a deux radicaux ou un radical et un terme indépendant de ce radical

Méthode
· Vérifier, comme toujours, que l’on se trouve en présence d’une forme indéterminée en se rappelant que 
· + ( + ( = + ( ;
· -( - ( = - ( ;
· -( + ( est une forme indéterminée ;
· + ( - ( est une forme indéterminée.
· Si on ne se trouve pas en présence d’une forme indéterminée, la réponse est immédiate.

· Si on se trouve en présence d’une forme indéterminée, il y a lieu de créer un dénominateur en multipliant le numérateur et le dénominateur par le binôme conjugué du numérateur.

· On effectue et on simplifie.

· La limite apparaît sans problème.
Exemples
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Remarque
Il ne faut pas oublier que si x < 0, 
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c . Il y a un dénominateur
Méthode
· On vérifie que l’on est en présence d’une forme indéterminée.

· Si le numérateur et/ou le dénominateur sont de la forme ( - (, on multiplie les deux termes de la fraction par le(s) binôme(s) conjugué(s) du numérateur et/ou du dénominateur.

· Si l’un des termes de la fraction tend vers l’infini, il y a lieu de voir si la limite est de la forme 
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et de simplifier éventuellement comme dit précédemment.
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F. Limites de fonctions circulaires

On démontre aisément les formules suivantes
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Exemples
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Note
Les fonctions circulaires étant périodiques, la limite de ces fonctions pour x tendant vers l’infini perd son sens.
G. La fonction 
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Dans ce paragraphe, nous voudrions rechercher la limite de la fonction 
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x

sin

 quand x tend vers 0.

Tout angle ou tout arc dont l’amplitude tend vers 0 se trouve nécessairement dans le premier ou le quatrième quadrant. La démonstration qui suit suppose que l’angle se trouve dans le premier quadrant. Elle peut facilement être adaptée au cas où l’angle tendrait vers 0 par valeurs négatives.

Considérons donc un cercle trigonométrique et un angle situé dans le premier quadrant et faisons tendre son amplitude vers 0.

L’aire du secteur circulaire délimité par les deux côtés de l’angle et par l’arc 
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 vaut la moitié du produit de la longueur de l’arc 
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 (mesuré en radians) par le rayon du cercle qui vaut 1 puisqu’il s’agit du cercle trigonométrique.

L’aire de ce secteur circulaire est bien évidemment comprise entre les aires des deux triangles OXZ et OXY dessinés sur la figure ci-dessus.

Puisque l’arc 
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 mesure x radians, on a :
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Compte tenu du fait que le rayon du cercle vaut 1, la relation précédente peut s’écrire
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Par division des différents membres par sin x (différent de 0), on obtient :

[image: image281.wmf]x

x

x

cos

1

sin

1

<

<


Compte tenu du théorème de l’étau avec x tendant vers 0, on en déduit que
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d’où il découle immédiatement que
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Chapitre 5. LES ASYMPTOTES

H. Observations
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Considérons les fonctions 
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 et leurs graphiques respectifs :
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La droite d’équation 
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 est une asymptote verticale à la courbe d’équation 
[image: image292.wmf]1

3

y

x

=

+



La droite d’équation 
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 est une asymptote horizontale à la courbe d’équation 
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I. Définitions

Une asymptote à une courbe C est une droite d telle que la distance d’un point quelconque de la courbe C à la droite d tend vers 0 quand le point s’éloigne indéfiniment sur la courbe (c’est à dire qu’au moins une de ses deux coordonnées tende vers l’infini).

Suivant la position de l’asymptote par rapport aux axes de coordonnées, nous en distinguerons trois sortes : 

· L’asymptote verticale (en abrégé A.V.) qui est parallèle à l’axe des y et a une équation de la forme 
[image: image295.wmf]xa
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· L’asymptote horizontale (en abrégé A.H.) qui est parallèle à l’axe des x et a une équation de la forme
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· L’asymptote oblique (en abrégé A.O.) qui n’est parallèle à aucun des axes et a une équation de la forme 
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J. Asymptote verticale

Pour que le point de la courbe s’éloigne vers l’infini et que 
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 tende vers 
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, seule son ordonnée peut tendre vers l’infini. La droite d d’équation 
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 si et seulement si la limite à gauche ou la limite à droite de 
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Exemple 1

Déterminer les équations des asymptotes verticales éventuelles de la fonction 
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Valeur qui annule le dénominateur : 1.
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 EMBED Equation.3  
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Cette fonction admet donc une asymptote verticale d’équation 
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Exemple 2

Déterminer les équations des asymptotes verticales éventuelles de la fonction 
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Valeurs qui annulent le dénominateur : -2 et 3.
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Cette fonction admet donc deux asymptotes verticales d’équations 
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Exemple 3 

Déterminer les équations des asymptotes verticales éventuelles de la fonction 
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Valeurs qui annulent le dénominateur : -2 et 2.
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Cette fonction admet donc une asymptote verticale d’équation 
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Exemple 4

Déterminer les équations des asymptotes verticales éventuelles de la fonction 
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Valeurs qui annulent le dénominateur : Néant.

Donc 
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Cette fonction n’admet donc 

pas d’asymptote verticale.

K. Asymptote horizontale

Pour que le point de la courbe s’éloigne vers l’infini et que 
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 tende vers 
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, seule son abscisse peut tendre vers l’infini. La droite d d’équation 
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Exemple 1

Déterminer les équations des asymptotes horizontales éventuelles de la fonction 
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Valeur qui annule le dénominateur : x = 1.

CE : 
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Cette fonction admet donc une asymptote horizontale d’équation 
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Exemple 2

Déterminer les équations des asymptotes horizontales éventuelles de la fonction 
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Valeurs qui annulent le dénominateur : x = 1 et x = 2.

CE : 
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Cette fonction admet donc une asymptote horizontale
 d’équation 
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Exemple 3

Déterminer les équations des asymptotes horizontales éventuelles de la fonction 
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Cette fonction
 admet donc une asymptote horizontale à droite d’équation 
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 et une asymptote horizontale à gauche d’équation 
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Exemple 4
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Déterminer les équations des asymptotes horizontales éventuelles de la fonction 
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Cette fonction n’admet 

pas d’asymptote horizontale.

Exemple 5

[image: image496.png]



Déterminer les équations des asymptotes horizontales éventuelles de la fonction 
[image: image372.wmf]2

5

²

3

³

)

(

+

-

+

=

x

x

x

x

j


Il n’y a pas de condition d’existence : 
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Cette fonction n’admet pas d’asymptote horizontale.

L. Asymptote oblique

L'équation de l'asymptote oblique étant de la forme 
[image: image376.wmf]ymxp
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, il y a lieu de déterminer les valeurs de m et de p.
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Pour ce faire, considérons une fonction 
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Choisissons un point A(x, y) sur le graphique de cette fonction et faisons tendre x vers + (. Le point A s’éloignera vers l’infini et son ordonnée deviendra aussi de plus en plus grande. Dans le cas présent, on a :
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Par A, traçons la perpendiculaire AC à l’asymptote oblique et la parallèle AB à l’axe des ordonnées. Le triangle ACB est rectangle en C. Par définition, nous savons que la longueur du segment [AC] tend vers 0 quand x tend vers l’infini. On a
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Quand le point A se déplace sur la courbe, le triangle ACB reste semblable à lui-même et ses angles, en particulier l’angle A, ne varient donc pas. Il en résulte que les longueurs des segments [AB] et [AC] tendent simultanément vers 0. Or, la longueur de [AB] est la différence des ordonnées des points B et A, c’est-à-dire :
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Puisque cette longueur tend vers 0 quand x tend vers l’infini, on a :
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ce qui entraîne successivement
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car x est différent de 0, quand il tend vers l’infini.

Si la fonction x ( f(x) admet une asymptote oblique, celle-ci a pour équation y = mx + p moyennant
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Exemple 1 

Déterminer les équations des asymptotes obliques éventuelles de la fonction 
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 EMBED Equation.3  
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La fonction donnée admet donc une asymptote oblique d’équation 
[image: image391.wmf].
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Ce résultat était prévisible vu la forme de l'expression de la fonction.

Exemple 2

Déterminer les équations des asymptotes obliques éventuelles de la fonction 
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 EMBED Equation.3  
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La fonction donnée admet donc une asymptote oblique d’équation 
[image: image396.wmf].
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Remarque

La fonction donnée peut aussi s’écrire : 
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Exemple 3
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Déterminer les équations des asymptotes obliques éventuelles de la fonction 
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La fonction donnée admet donc une asymptote oblique d’équation 
[image: image402.wmf].
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Exemple 4

Déterminer les équations des asymptotes obliques éventuelles de la fonction 
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Cette fonction admet donc deux asymptotes : l’une à gauche d’équation 
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, l’autre à droite d’équation 
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Chapitre 6.  CONTINUITÉ

11. Définition

Pour deux valeurs données 
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 de cette variable x, l’accroissement 
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 de x est la différence entre ces valeurs. 

12. Exemples préliminaires

[image: image504.png]



Dans ce qui suit, nous considérerons diverses fonctions. Pour chacune d’elles, nous choisirons une valeur particulière 
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 pour x, un accroissement (x de x et nous calculerons les images de 
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. Enfin, nous examinerons la valeur de l’expression 
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3. 
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Dans le cas présent, nous pouvons choisir n’importe quelle valeur pour 
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et 
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Ici aussi, nous pouvons choisir n’importe quelle valeur pour 
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5. 
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Dans le cas présent, nous choisissons 
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Et nous savons que 
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 n’est pas défini. Il n’est donc pas possible de calculer la limite demandée.
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6. 
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Prenons
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De nouveau, 
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 n’est pas défini et il n’est donc pas possible de calculer la limite demandée.
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où E(x) représente la partie entière de x. 

Ici, nous choisissons 
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On a : f(2) = 3.
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Par contre, si 
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La limite à gauche et la limite à droite étant différentes, la limite cherchée n’existe pas.
8. 
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Choisissons
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13. Définition

Les exemples ci-dessus nous amènent à la définition suivante de la continuité :
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Une fonction est continue dans un intervalle ouvert si et seulement si elle est continue en chaque point de cet intervalle.

Ces définitions nous permettent de dire que les deux premières fonctions étudiées sont partout continues et que les quatre suivantes ne le sont pas aux points choisis.

En pratique, on recherchera
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Si deux de ces trois valeurs ne sont pas les mêmes, la fonction est discontinue en 
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Exemple

Étudier la continuité de la fonction
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Il est évident que cette fonction ne peut poser de problème qu’au point d’abscisse 3. On a
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Cette fonction est clairement discontinue en x = 3.

14. Théorèmes sur la continuité

1. Les fonctions constante, identique, carré, cube, valeur absolue, sinus, cosinus, racine cubique sont partout continues.

2. Si 
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, la fonction 
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 est continue en a.

3. La somme et le produit de deux fonctions continues dans un même intervalle sont continues dans cet intervalle.

4. Le quotient de deux fonctions continues dans un même intervalle est une fonction continue en les valeurs qui n’annulent pas le dénominateur.
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Une fonction � EMBED Equation.3  ��� est continue en un point � EMBED Equation.3  ��� si et seulement si les deux conditions suivantes sont réunies :


� EMBED Equation.3  ��� est définie en � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���
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� On peut comparer l’infini à l’horizon : plus on croit se rapprocher de l’horizon, plus celui s’éloigne. De même, plus x augmente, plus l’infini s’éloigne.


� Certains auteurs préfèrent écrire 


� EMBED Equation.3  ���.


Dans ce cas, la limite ne peut être atteinte. Cela entraîne : 


� EMBED Equation.3  ���





� Un élément z est adhérent à une partie � EMBED Equation.DSMT4  ��� de � EMBED Equation.DSMT4  ��� si tout intervalle ouvert comprenant z comprend au moins un élément de � EMBED Equation.DSMT4  ���.


� Pour rappel, une expression rationnelle est le quotient de deux polynômes.


� La décomposition en facteurs est toujours possible en vertu de la règle du reste : on sait que lorsque x = a, le dénominateur est nul ; il est donc divisible par x – a et pourra s’écrire sous la forme (x – a)Q(x). A défaut d’une autre méthode, la règle de Horner reste très efficace.


� Voir note précédente.


� Si x( a, on a : N(x) = (x – a)N’(x) et D(x) = (x – a)D’(x). Un des facteurs qui annulent le numérateur et un de ceux qui annulent le dénominateur se simplifient. Remarquons qu’on ne simplifie pas par 0, car il s’agit d’une limite non atteinte : (x – a) s’approche de 0 sans l’atteindre.


� Cette limite peut ne pas être immédiate : un des cas cités au début du paragraphe peut se représenter.


� Il ne faut pas oublier que � EMBED Equation.3  ���sauf dans le cas où les domaines de définition sont les mêmes.


� Deux graphiques sont nécessaires pour voir clairement le comportement de cette fonction quand x tend vers l’infini.


� Deux graphiques sont nécessaires pour voir clairement le comportement de cette fonction quand x tend vers l’infini.


� Il est bien clair que les points (0,-1), (0,0) et (0,1) ne font pas partie du graphique, même si cela n’apparaît pas clairement.


� La partie entière d’un nombre est le plus grand entier inférieur ou égal à ce nombre.


� Bien que cela n’apparaisse pas sur le graphique, le point (0, 0) n’appartient pas au graphique, tandis que le point (0, 1) lui appartient.


� Hors-programme
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