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CHAPITRE 2. CALCUL VECTORIEL

1. Introduction

Essayons de déplacer un banc en le faisant glisser. Pour ce faire, nous devons lui appliquer une certaine force. Les physiciens caractérisent cette force par quatre éléments :

· sa direction,

· son sens,

· son intensité,

· son point d’application.

Le mathématicien modélise cette notion de force, c’est-à-dire qu’il en détermine une représentation afin de pouvoir l’étudier mathématiquement. En mathématiques, une force est représentée par un vecteur. Ce nouvel être mathématique est caractérisé par trois éléments :

· sa direction,

· son sens,

· sa longueur.

La longueur correspond à l’intensité dont il a été question en physique, pour des raisons de commodité, le mathématicien ne fixe pas toujours une origine (point d’application) aux vecteurs qu’il utilise, il parle alors de vecteurs libres.

2. Représentation d’un vecteur 

Un vecteur se représente généralement par un segment de droite orienté, c’est-à-dire un segment auquel on a donné un sens. Un segment orienté possède en effet une direction, un sens et une longueur.

Ci-dessous est représenté un vecteur, on le notera par exemple 
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 ou encore 
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Les caractéristiques de 
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) :

· sa direction : celle de la droite AB,
· son sens : de A vers B,
· sa longueur également appelée norme : 
[image: image6.wmf]AB
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L’origine du vecteur 
[image: image7.wmf]AB

n’étant pas fixée, on peut la faire varier. Ci-dessus, les trois segments orientés représentent le même vecteur puisqu’ils ont tous même direction, même sens et même norme. Chacun de ces segments orientés est un représentant du vecteur 
[image: image8.wmf]AB

.

Un (et un seul) de ces représentants a pour origine le point A et pour extrémité le point B.
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Le vecteur nul 
[image: image9.wmf]0

 est le vecteur dont chaque représentant a son origine et son extrémité confondues. 
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Égalité de deux vecteurs

Deux vecteurs sont égaux si et seulement s’ils ont même direction, même sens et même norme.

Propriétés

1)
Ce qui précède rappelle clairement les situations rencontrées lors de l’étude des translations. À chaque vecteur correspond une translation et réciproquement.
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Les vecteurs 
[image: image11.wmf]AB

 et 
[image: image12.wmf]CD

 sont égaux si et seulement si la translation qui transforme A en B transforme aussi C en D.

2) 
Deux représentants non alignés d’un même vecteur sont toujours les côtés opposés d’un parallélogramme.
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A, B, C et D étant quatre points non alignés :
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Remarque

Si A, B, C et D sont quatre points alignés alors 
[image: image14.wmf]AB

 = 
[image: image15.wmf]CD

 si et seulement si on peut trouver deux points X et Y tels que ABYX et CDYX  sont deux parallélogrammes. 
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3)
Si 
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 = 
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  alors 
[image: image18.wmf]BD

AC

=


[image: image228.wmf]v

r

[image: image229.wmf]w

r

[image: image230.wmf]u

r

[image: image231.wmf]0

r

[image: image232.wmf]0

r


[image: image233.wmf]u

r


Addition des vecteurs

2.1. Les représentants sont consécutifs
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Par définition, on a
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C’est la relation de Chasles,  elle s’applique lorsque les représentants des vecteurs que l’on additionne sont consécutifs c’est-à-dire tels que l’extrémité du premier coïncide avec l’origine du deuxième.

On peut l'étendre à une somme de plus de deux vecteurs :
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2.2. Les représentants ne sont pas consécutifs
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Cas particulier : les représentants des vecteurs ont même origine
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 où [AD] est la diagonale du parallélogramme ABDC.

Conclusion :

Dans tout parallélogramme ABDC :
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3. Propriétés de l'addition des vecteurs

Dans ce qui suit, V désigne l’ensemble des vecteurs du plan.

3.1. L’addition des vecteurs est interne et partout définie
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3.2. L'addition des vecteurs est associative

[image: image27.wmf]w

v

u

w

v

u

w

v

u

V

w

v

u

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

+

+

=

+

+

=

+

+

Î

"

)

(

)

(

:

,

,


[image: image239.wmf]v

r


3.3. L'addition des vecteurs admet un neutre (le vecteur nul :
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3.4. L’addition des vecteurs est symétrisable (tout vecteur possède un opposé)
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Remarques :

· L'opposé du vecteur 
[image: image31.wmf]AB

 est le vecteur 
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 : 
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· Deux vecteurs sont opposés si et seulement si leur somme est le vecteur nul.

3.5. L'addition des vecteurs est commutative
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On résume les propriétés 5.1 à 5.4 en disant que l’ensemble des vecteurs du plan muni de l’addition est un groupe :

V, + est un groupe(*).

On résume les propriétés 5.1 à 5.5 en disant que l’ensemble des vecteurs du plan muni de l’addition est un groupe commutatif :

V, + est un groupe commutatif.

4. Soustraction des vecteurs

Soustraire un vecteur, c’est ajouter son opposé.


[image: image35.wmf](

)

DC

AB

CD

AB

CD

AB

+

=

-

+

=

-

 


Il est souvent utile de transformer  un vecteur en une différence de deux vecteurs.
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5. Produit d'un vecteur par un nombre réel
 

5.1.  Définition
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· Si 
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 possède les caractéristiques suivantes :

· la même direction que celle de 
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· une norme égale à 
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· le même sens que 
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 est le vecteur nul : 
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· Si 
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Le produit d’un vecteur par un nombre réel est un vecteur.

Construction
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5.2.  Combinaison linéaire

a, b, c, d, …sont des nombres réels.

· 
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 est une combinaison linéaire du vecteur 
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 est une combinaison linéaire des vecteurs 
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 est une combinaison linéaire des vecteurs 
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 est une combinaison linéaire des vecteurs 
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5.3.  Colinéarité


Deux vecteurs 
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Vecteurs colinéaires


  Vecteurs non colinéaires
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 est colinéaire à tout vecteur 
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5.4.  Propriétés géométriques
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Alignement
Trois points distincts A, B et C sont alignés si et seulement s’il existe un réel non nul r tel que 
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Parallélisme

Les droites AB et CD sont parallèles si et seulement s'il existe un réel non nul r tel que 
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5.5.  Propriétés algébriques 

1. La multiplication scalaire vérifie l’associativité mixte
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Exemple : 
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2. La multiplication scalaire distribue l’addition des réels
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Exemple : [image: image82.wmf]u
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3. La multiplication scalaire distribue l’addition des vecteurs
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Exemple : 
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4. La multiplication scalaire admet un neutre : 1
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Rappel : 
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Les cinq propriétés qui permettent d'affirmer que 
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 est un groupe commutatif et les quatre propriétés qui précèdent peuvent se résumer en disant :
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 est un espace vectoriel*.
 Applications

5.5.1. [image: image250.wmf]u

r

2

-

Théorème de Thalès et vecteurs
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A', B' et C' sont les projections des points A, B et C sur la droite d parallèlement à la droite a. Si 
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5.5.2. Milieu d'un segment
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M est milieu de 
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Utilisation des composantes

5.6. Décomposition d'un vecteur - Base

Dans un repère
 du plan, considérons les points I(1,0) et J(0,1), les vecteurs 
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 ainsi qu’un vecteur 
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Dans le cas particulier de la figure ci-contre
, on a 
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Nous avons donc pu exprimer le vecteur 
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 comme combinaison linéaire des vecteurs 
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Généralisons.
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Les points A et B étant quelconques, on en déduit que tout vecteur peut s’exprimer comme combinaison linéaire des vecteurs 
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Tout vecteur 
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, on dira que les composantes de 
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La décomposition d’un vecteur comme combinaison linéaire des vecteurs d’une base étant unique, on en déduit :

Dans une base 
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5.7. Addition des vecteurs et composantes


Dans un repère du plan additionnons deux vecteurs définis par leurs composantes :
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Par conséquent, 
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5.8. Vecteur nul, opposé d’un vecteur et différence de deux vecteurs en termes de composantes

Nous savons que le vecteur nul 
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 est neutre pour l’addition des vecteurs, or
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Deux vecteurs sont opposés si et seulement si leur somme est égale au vecteur nul, or
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Donc si 
[image: image131.wmf])

,

(

y

x

u

r

 alors 
[image: image132.wmf])

,

(

y

x

u

-

-

-

r

.

Soustraire un vecteur, c’est ajouter son opposé :
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Donc si 
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En résumé :

Dans un repère du plan :
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5.9. Produit d’un vecteur par un nombre et composantes


Déterminons les composantes du vecteur 
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Donc
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Par conséquent,
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Toutes les règles relatives à l’addition des vecteurs et à la multiplication d’un vecteur par un réel peuvent se traduire en termes de composantes.

5.10. Application : coordonnées du milieu d’un segment

Si 
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, déterminons les coordonnées
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Les coordonnées du milieu M de [AB] sont 
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6. Le produit scalaire

6.1. Définitions


1e formulation
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Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls 
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 est le nombre réel donné par 
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Notons que 

· dans tous les cas, le produit scalaire de deux vecteurs est un nombre réel ;

· dans la définition nous avons choisi des représentants des vecteurs de même origine.

Nous avons déjà rencontré le produit scalaire : le théorème de Pythagore généralisé appliqué au triangle quelconque 
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Ce qui entraîne une nouvelle formulation de la définition du produit scalaire.


2e formulation






Le produit scalaire de deux vecteurs 
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 et 
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Notons que si 
[image: image168.wmf]0

=

OA

, on a O=A,  et en remplaçant dans l’égalité encadrée ci-dessus, on retrouve
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Il en est de même si 
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La deuxième formulation du produit scalaire de deux vecteurs présente donc l’avantage d’être valable dans tous les cas.

6.2. Une première propriété

Le produit de deux nombres réels est nul si et seulement si l’un des deux facteurs au moins est égal à zéro. Cette propriété est-elle encore vraie pour le produit scalaire de deux vecteurs ?
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D'autre part, on a
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Dans un repère orthonormé, considérons les points 
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Par conséquent
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3e formulation






Dans un repère orthonormé, si 
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6.4. Propriétés du produit scalaire

Désignons par V l’ensemble des vecteurs du plan.
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Les démonstrations de ces propriétés sont immédiates dans le plan muni d’un repère orthonormé. Démontrons par exemple la deuxième.
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Par conséquent, 
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La démonstration de la quatrième propriété est encore plus immédiate. En effet :

· le vecteur
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Les vecteurs 
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ne sont donc pas nécessairement égaux puisqu’ils n’ont pas nécessairement la même direction. Le produit scalaire n’est pas associatif.

6.5. Une dernière formulation du produit scalaire
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Le point C’ est la  projection orthogonale 
 du point C sur la droite  AB.

Le vecteur
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est la projection orthogonale du vecteur 
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 sur le vecteur 
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4e formulation






Le produit scalaire de deux vecteurs est égal au produit scalaire de l’un par la projection orthogonale de l’autre sur le premier.
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6.6. Carré scalaire.

Comme son nom l'indique, il s'agit du produit scalaire d'un vecteur par lui-même. On a donc :
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Les vecteurs � EMBED Equation.3  ��� et � EMBED Equation.3  ���sont dits orthogonaux


si et seulement si


l’un des deux est nul ou si les droites OA et OB sont perpendiculaires.
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Le produit scalaire est commutatif : � EMBED Equation.3  ���


Le produit scalaire distribue l’addition des vecteurs :


� EMBED Equation.3  ���


Le produit scalaire jouit de l’associativité mixte :
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Le produit scalaire n’est pas associatif : � EMBED Equation.3  ���








Le produit scalaire de deux vecteurs est nul si et seulement si ces deux vecteurs sont orthogonaux.
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(*) Les notions de groupe et de groupe commutatif ne figurent pas au programme.


� On trouve souvent dans la littérature l’expression « multiplication scalaire ». Il faut cependant être prudent de ne pas confondre avec le produit scalaire.


* La notion d'espace vectoriel ne figure pas au programme.


� Un repère est un triplet formé de l’origine des axes et de deux vecteurs unitaires sur chacun des axes.


� La valeur du produit scalaire dépend évidemment de l’unité de longueur choisie.





� Un repère orthonormé du plan est constitué de deux axes perpendiculaires et munis de la même unité. 


� La projection orthogonale du point P sur la droite d est le point d’intersection de la droite d avec la perpendiculaire à d abaissée de P.
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