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3e partie : TRIGONOMÉTRIE ET GÉOMÉTRIE

Chapitre 1 : NOMBRES ET TRIGONOMÉTRIE

A. [image: image159.emf]X
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Rappels 

Dans le triangle rectangle BAC : 

· [BC] est l'hypoténuse.

· [AC] est le côté opposé à l'angle 
[image: image1.wmf]Ù

B

.

· [AC] est le côté adjacent à l'angle 
[image: image2.wmf]Ù
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.

(compris entre l'angle 
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 et l'angle droit).

· 
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· Théorème de Pythagore :  
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B. Nombres trigonométriques dans le triangle rectangle

1. 
Le cosinus d'un angle aigu d'un triangle rectangle est le rapport entre la mesure du côté de l'angle droit adjacent à cet angle et la mesure de l'hypoténuse.
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2. Le sinus d'un angle aigu d'un triangle rectangle est le rapport entre la mesure du côté de l'angle droit opposé à cet angle et la mesure de l'hypoténuse.
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3. La tangente d'un angle aigu d'un triangle rectangle est le rapport entre la mesure du côté de l'angle droit opposé à cet angle et la mesure du côté de l'angle droit adjacent à cet angle.
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4. La cotangente d'un angle aigu d'un triangle rectangle est le rapport entre la mesure du côté de l'angle droit adjacent à cet angle et la mesure du côté de l'angle droit opposé à cet angle.
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C. Valeur approchée du nombre (
Considérons un cercle de rayon r = 1. Son périmètre P =  2(r = 2(. Le demi-périmètre de ce cercle de rayon 1 est donc égal au nombre (. 

Un polygone régulier inscrit dans ce cercle aura un périmètre inférieur à celui du cercle; tandis qu'un polygone régulier circonscrit aura un périmètre supérieur à celui du cercle.

Si on considère des polygones inscrits et circonscrits ayant un nombre de côtés de plus en plus grand, ceux-ci vont se rapprocher du cercle en question et on pourra encadrer avec une précision de plus en plus grande le périmètre de ce dernier.

5. [image: image160.png]


Calculons le demi-périmètre des polygones réguliers inscrits et circonscrits dans ce cercle.

Pour fixer les idées, dessinons un hexagone (le raisonnement est identique quel que soit le nombre de côtés)[image: image161.emf]X
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. Le périmètre d'un polygone régulier à n côtés est égal à n fois la longueur d'un côté.

[image: image162.png]


Polygone inscrit :

Considérons le triangle isocèle OBC. La hauteur [OA] le partage en deux triangles OAB et OAC, rectangles en A 

Dans le triangle OAB, on a : 

· (OB( = 1

· 
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· (AB (= (OB(.sin  = sin 
Et donc, en considérant les n triangles isocèles identiques constituant le polygone, on obtient son périmètre :  

Pi = (BC(.n  = 2.(AB(.n
ou   
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Polygone circonscrit :

En considérant le triangle OA'B' rectangle en A' , on a : (OA'( = 1,  
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et (A'B'(= (OA'(.tg  = tg . 
Et comme Pc = (B'C'(.n = 2.(A'B'(.n , nous aurons :
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Les calculs effectués par l'ordinateur sont repris dans le tableau ci dessous :

n
(°)
P/2 polygone. inscrit
P/2 polygone. circonscrit

3
60
2.59807621135332
5.19615242270663

12
15
3.10582854123025
3.21539030917347

48
3.75
3.13935020304687
3.14608621513143

192
0.9375
3.14145247228546
3.14187304997982

768
0.234375
3.14158389214832
3.14161017660469

3072
0.05859375
3.14159210599927
3.14159374877135

12288
0.014648438
3.14159261936538
3.14159272203861

49152
0.003662109
3.14159265145077
3.14159265786784

196608
0.000915527
3.14159265345610
3.14159265385717

786432
0.000228882
3.14159265358144
3.14159265360650

3145728
5.72205E-05
3.14159265358927
3.14159265359084

12582912
1.43051E-05
3.14159265358976
3.14159265358986

50331648
3.57628E-06
3.14159265358979
3.14159265358980

201326592
8.9407E-07
3.14159265358979
3.14159265358979

805306368
2.23517E-07
3.14159265358979
3.14159265358979

Remarque : le nombre ( est un nombre irrationnel.

D. Angles et arcs

1. Définitions  (révisions)

a. Un arc de cercle est une partie d'un cercle comprise entre deux points distincts de ce cercle.

[image: image163.png]2
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Exemple :
[image: image20.wmf]Ç

AB

est un arc de cercle.

b. [image: image164.png]


Un secteur circulaire est une partie d'un disque comprise entre deux rayons.

c. Un angle au centre est un angle dont le sommet est le centre du cercle.
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Exemple : 
[image: image21.wmf]Ù

AOB

est un angle au centre.
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 intercepte l'arc 
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AB

.

d. Un angle inscrit est un angle dont le sommet appartient au cercle et dont les côtés sont des cordes du cercle.
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Exemple :
[image: image24.wmf]Ù

ABC

 est un angle inscrit.







    
[image: image25.wmf]Ù

ABC

 intercepte l'arc 
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e. Un angle tangentiel est un angle dont le sommet appartient au cercle, dont un des côtés est une corde et l'autre la tangente à l'une des extrémités de cette corde.








Exemple :
[image: image27.wmf]Ù

ABC

 est un angle tangentiel.

f. Un quadrilatère est convexe lorsque le segment qui joint deux points quelconques intérieurs à ce quadrilatère est inclus dans ce quadrilatère.

Quadrilatère convexe



Quadrilatères non convexes  

2. Propriétés

a. Dans tout cercle, des angles au centre égaux interceptent des arcs égaux et réciproquement.


 

(
[image: image28.wmf]Ù
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b.
Dans tout cercle, deux angles inscrits qui interceptent le même arc sont égaux et   réciproquement.


Les angles inscrits 
[image: image31.wmf]ABC
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 et 
[image: image32.wmf]ADC
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interceptent le même arc 
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c. Dans tout cercle, un angle au centre vaut le double de l'angle inscrit qui intercepte le même arc.

L'angle au centre 
[image: image36.wmf]AOB

Ù

 et l'angle inscrit 
[image: image37.wmf]ACB

Ù

 interceptent le même arc 
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d. L’arc capable d'un angle ( donné est le lieu géométrique des points d'où l'on voit un segment [AB] donné sous un angle (. Il est formé de deux arcs de cercle sous-tendus par la corde [AB] et symétriques par rapport à la droite AB à l'exception des points A et B.

Un lieu géométrique est un ensemble de points qui possèdent tous une même propriété et qu’eux seuls possèdent. Nous serons donc amenés à démontrer un théorème et sa réciproque.

Dans le cas présent :

Théorème direct : tout point du lieu jouit de la propriété énoncée.

De tout point de l’arc capable, on voit le segment [AB] sous l’angle (.


Hypothèse :



P et Q ( l’arc capable



[image: image41.wmf]ˆ
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Thèse :
[image: image42.wmf]APB
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Démonstration :

[image: image43.wmf]ˆ
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 (dans tout cercle, deux angles inscrits qui interceptent le même arc ont la même amplitude).

Donc  
[image: image44.wmf]ˆ
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c.q.f.d.

Réciproque : tout point n’appartenant pas au lieu ne jouit pas de la propriété énoncée.

De tout point qui n’est pas sur l’arc capable, le segment [AB] est vu sous un autre angle.


Hypothèse :


R ( l’arc capable

S ( l’arc capable

Thèse : 
[image: image45.wmf]ˆ
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Démonstration :


[image: image46.wmf]ˆ
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 (dans tout cercle, l'amplitude d'un angle intérieur est plus grande que celle de l'angle inscrit qui intercepte le même arc et l'amplitude d'un angle extérieur est plus petite que celle de l'angle inscrit qui intercepte le même arc).


C.Q.F.D.

Construction de l’arc capable d'un angle aigu.


Données :





a) On trace la médiatrice m de [AB]

b) Par A, on trace la demi-droite [AC telle que 
[image: image47.wmf]ˆ
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. La demi-droite [AC coupe m en O.

c) On trace l'arc de cercle de centre O et de rayon (OA( ainsi que son symétrique par rapport à AB.
Vérification :

Le triangle AOB est isocèle puisque 
[image: image48.wmf]OAOB
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donc 
[image: image49.wmf]ˆ
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 et 
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donc M appartient au lieu.

Construction de l’arc capable d'un angle obtus.


Données :





On construit l’arc capable de l'angle 180°- 


[image: image51.wmf]ˆ
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L’arc capable demandé est formé des deux autres parties des cercles.

e. Critère d'inscriptibilité d'un quadrilatère : un quadrilatère convexe est inscrit dans un cercle si et seulement si  la somme de deux angles opposés est égale à 180°.


Théorème direct :

Hypothèse :

ABCD quadrilatère convexe inscrit dans C(O,r).
Thèse :
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Démonstration :

Du centre O du cercle, traçons les rayons OB et OD.
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(en additionnant membre à membre) 
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C.Q.F.D.

La démonstration est identique pour la somme de 
[image: image59.wmf]B
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Réciproque

 

Hypothèse :

ABCD quadrilatère convexe
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Thèse :

le quadrilatère ABCD est inscriptible dans un cercle.

Démonstration : 

· Construisons le cercle passant par B, C et D et prenons un point X appartenant à ce cercle et situé de l'autre côté de BD par rapport à C
· Traçons [BX] et [XD].

· 
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d'où 
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· Les points X et A appartiennent donc à un même arc de cercle dont [BD] est une corde (arc capable de l'angle 
[image: image64.wmf]ˆ

X

 construit sur [BD] comme corde) et A, B, C et D sont cocycliques.

       C.Q.F.D.

E. Mesure des angles et des arcs

1. Le degré (°) est la 90e partie de l’angle droit.
· Degrés décimaux : le degré est divisé en dixièmes, centièmes, …

· Degrés sexagésimaux : le degré est divisé en 60 minutes (() et la minute en 60 secondes (().

2. Le radian (rad) est la mesure d'un angle au centre d'un cercle qui intercepte un arc de longueur égale au rayon.
 

Exemple :  
[image: image65.wmf]ˆ
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 est un angle de 1 rad.

3. Le grade 
(gr) est la 100ème partie de l’angle droit. Cette unité, qui apparaît sur la plupart des calculatrices scientifiques, est moins utilisée que les précédentes.

4. Conversion degrés ( radians
360° = 2( rad

1° = 
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 rad = 
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Exemples :

convertir 12° en radians

12° = 
[image: image70.wmf]180
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convertir 1,2 rad en degrés

1,2 rad = 
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F. Le cercle trigonométrique

Dans un repère orthonormé, le cercle trigonométrique est le cercle dont le centre est l'origine du repère, dont le rayon vaut 1 et qui est orienté positivement dans le sens contraire des aiguilles d’une montre.

Chaque angle orienté sera placé sur le cercle de la manière suivante : 

· son sommet en O ;

· un côté confondu avec la partie positive de l’axe Ox ;

· orienté dans le sens positif s’il est positif et dans l’autre sens s’il est négatif.

Ainsi chaque angle ( correspond à un et un seul point A du cercle trigonométrique (l’intersection du second côté avec ce cercle).

De même, un arc sera placé sur le cercle trigonométrique de la manière suivante :

· son origine en U;

· son extrémité du côté positif s’il est positif, du côté négatif s’il est négatif.

A tout angle correspond un et un seul arc et à tout arc correspond un et un seul angle. Il sera donc inutile, à l’avenir, de préciser s’il s’agit d’un angle ou d’un arc : tout ce qui est vrai pour les angles est vrai pour les arcs et réciproquement.

Un arc ( est toujours limité d’un côté par le point U (origine des arcs) et, de l’autre côté, par un point A du cercle trigonométrique (point-image de l’arc).

De même un angle ( est toujours limité par [OU et par une demi-droite issue de O; le point d’intersection de cette demi-droite et du cercle trigonométrique est le point A image de l’angle (.    

Valeurs particulières des angles et quadrants :

G. Nombres trigonométriques d'un angle orienté

1. Cosinus et sinus



· Le cosinus de l'angle  est l'abscisse du point-image A de l’angle ( sur le cercle trigonométrique.

· Le sinus de l'angle  est l'ordonnée du point-image A de l’angle ( sur le cercle trigonométrique.

Propriété : comme tout point du cercle de rayon 1 et centré à l’origine a ses coordonnées comprises entre -1 et 1, on a : 


-1 ( sin ( ( 1

et
-1 ( cos ( ( 1  

Formule fondamentale


Le triangle ABO est rectangle en B donc :
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   (Théorème de Pythagore)

et donc :


cos²  + sin² 

2. Tangente

Traçons la droite d, tangente au cercle en U. Soit P, le point d’intersection de [OA et de d.

La tangente de l'angle  est le quotient de son sinus par son      cosinus.
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avec cos  ( 0    c’est-à-dire    ( (/2 + k(  (k ( Z). 
Le triangle OBA est semblable au triangle OUP (trois angles égaux chacun à chacun) et donc :
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tg ( est l’ordonnée de P.

Cette démonstration peut être aisément adaptée au cas où l’angle ( n’est  pas dans le premier quadrant.

3. Cotangente

Traçons la droite d’, tangente au cercle en V. Soit P, le point d’intersection de [OA et de d’.


La cotangente de l'angle  est le quotient de son cosinus par son sinus.
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avec sin  ( 0    c’est-à-dire    ( 0 + k(  (k ( Z). 
cotg ( est l’abscisse de P.
La démonstration est semblable à la précédente.

4. Valeurs particulières des nombres trigonométriques

Il est facile de lire, sur le cercle trigonométrique, les résultats suivants :

(
0
(/2
(
3(/2
2(


0°
90°
180°
270°
360°

sin (
0
1
0
-1
0

cos (
1
0
-1
0
1

tg (
0
/
0
/
0

cotg (
/
0
/
0
/

5. Signes des nombres trigonométriques dans les différents quadrants


Sinus :




Cosinus :

Tangente:



Cotangente :

6. Inverses des nombres trigonométriques 


Si  est tel que le dénominateur est différent de0 :
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H. Angles associés

1. Valeur principale

A chaque point du cercle trigonométrique, correspondent plusieurs angles qui diffèrent entre eux d’un multiple de 360° (ou 2(). Ainsi, à un point A du cercle correspondent les angles  ( + k.360° (ou ( + k.2(), k étant un nombre entier. Ces angles étant représentés par un même point sur le cercle trigonométrique, ils auront des nombres trigonométriques égaux. 

Si 0° ( ( ( 360° (ou 0 ( ( ( 2(), on dit que ( est la mesure principale de tous les angles représentés par le même point sur le cercle trigonométrique. 


( + k.2( ( (          k ( Z.


sin(( + k.2() = sin (
cos(( + k.2() = cos (
tg(( + k.2() = tg (
cotg(( + k.2() = cotg (

2. Angles supplémentaires

Deux angles sont supplémentaires si leur somme vaut ( ou 180°. Leurs points-images sont symétriques par rapport à l'axe Oy.


( - (    (    (


sin(( - () = sin (
cos(( - () =  - cos (
tg(( - () = - tg (
cotg(( - () = -cotg (

3. Angles antisupplémentaires

Deux angles sont antisupplémentaires si leur différence vaut ( ou 180°. Leurs points-images sont symétriques par rapport au centre O. 


( + (    (    (


sin(( + () = - sin (
cos(( + () = - cos (
tg(( + () = tg (
cotg(( + () = cotg (

4. Angles opposés

Deux angles sont opposés si leur somme vaut 0°. Leurs points-images sont symétriques par rapport à l'axe Ox.

- (    (    (


sin( - () = - sin (
cos( - () = cos (
tg( - () = - tg (
cotg(-() = -cotg (

5. Angles complémentaires

Deux angles sont complémentaires si leur somme vaut 
[image: image81.wmf]2

p

 ou 90°. Leurs points-images sont symétriques par rapport à la première bissectrice des axes (b).
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 - (    (    (


sin(
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 - () = cos (
cos(
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 - () = sin (
tg(
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- () = cotg (
cotg(
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I. Nombres trigonométriques particuliers du premier quadrant

1.   ( = 60°
Dans le triangle équilatéral OAU, on a : cos 60° = 
[image: image87.wmf]1

2


De 
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, on déduit 

· 
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·   tg 60° = 
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·  cotg 60° = 
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2.   ( = 30°
60° et 30° sont des angles complémentaires. On a donc :


· cos 30° = sin 60° = 
[image: image92.wmf]2
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· sin 30° = cos 60° = 
[image: image93.wmf]2

1


· tg 30° = cotg 60° = 
[image: image94.wmf]3
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· cotg 30° =  tg 60° = 
[image: image95.wmf]3


3.   ( = 45°
· Comme cos 45° = sin 45° , on a :

cos² 45° + sin² 45° = 1

2.cos² 45° = 1

cos² 45° = 
[image: image96.wmf]1
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[image: image97.wmf]2

2

2

1

2

1

=

=


· sin 45° = cos 45° = 
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· tg 45° =  cotg 45° = 
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En résumé (angles du premier quadrant) :

(
0
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J. Fonctions trigonométriques usuelles

1. La fonction sinus


Son domaine de définition est R. Elle est impaire car sin(-x)  =  - sin x et est périodique de période 2(  car sin(x + 2() = sin x.

2. La fonction cosinus


Son domaine de définition est R. Elle est paire car cos(-x) = cos x et périodique de période 2( car cos(x + 2() = cos x.

3. La fonction tangente


Son domaine de définition est R\{(/2 + k(, k( Z}. Elle est impaire car tg(-x) = -tg x et périodique de période ( car tg(x + () = tg x.

4. La fonction cotangente


Son domaine de définition est R\{k(, k ( Z}.Elle est impaire car cotg(-x) = -cotg x et périodique de période ( car cotg(x + () = cotg x.

K. Trigonométrie dans les triangles quelconques

Considérons un triangle ABC et traçons un cercle trigonométrique de la manière suivante :


· Le centre du cercle est placé en A.

· L’axe Ox est la droite AB orientée dans le sens de A vers B.
· L’axe Oy est orienté de telle sorte que l’ordonnée du troisième sommet (C) soit positive.  

· L’unité commune aux deux axes est l’unité de longueur utilisée pour mesurer les côtés du triangle.

· Les longueurs des côtés 
[image: image104.wmf][

]

AB

,
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]

BC

 et 
[image: image106.wmf][

]

CA

 sont respectivement notées 
[image: image107.wmf]c

, 
[image: image108.wmf]a

 et 
[image: image109.wmf]b

.

· Les amplitudes des angles
[image: image110.wmf]ˆ

A

, 
[image: image111.wmf]ˆ

B

 et 
[image: image112.wmf]ˆ

C

 sont respectivement notées (, ( et (.

Dans ce repère, les coordonnées de A sont (0,0) et celles de B (c,0). Recherchons celles de C. A cet effet, considérons le point P, intersection de [AC avec le cercle trigonométrique. Ses coordonnées sont (cos(, sin(). Le vecteur 
[image: image113.wmf]®
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 a donc pour composantes
[image: image114.wmf])
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Or 
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(rayon du cercle trigonométrique), 
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b.(cos(,sin() = (b.cos(, b.sin() et donc, C a pour coordonnées (b.cos(, b.sin().

L'aire du triangle 
[image: image118.wmf]ABC

 peut être obtenue en divisant par deux le produit de sa base (soit la longueur 
[image: image119.wmf]AB

) par la hauteur correspondante (soit la hauteur issue de 
[image: image120.wmf]C

).

· 
[image: image121.wmf]ABc

=

 (évident).

· La hauteur issue de C mesure b.sin(, car  il s'agit simplement de l'ordonnée de C.

Conclusion : l'aire du triangle 
[image: image122.wmf]ABC

 vaut : S = 
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La longueur du côté BC est a ; elle peut également être calculée à l’aide des coordonnées de B et C. On a successivement


[image: image124.wmf]²
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   =
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(b.cos( - c)² + (b.sin()² = b².cos²( - 2.b.c.cos( + c² + b².sin²(
=
b².(cos²( + sin²() + c² - 2.b.c.cos( = b² + c² - 2.b.c.cos(
On a  donc :
S = 
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   et
a² = b² + c² - 2bc cos(.

Un autre choix de repère aurait conduit à 

soit à

S =
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b² = a² + c² - 2ac cos(
c² = a² + b² - 2ab cos(

Les trois formules permettant de calculer  l’aire du triangle peuvent s’écrire :


[image: image128.wmf]g

b

a

sin

2

1

sin

2

1

sin

2

1

ab

ac

bc

S

=

=

=


Multiplions les trois membres par 
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, on trouve :
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Après simplification
, on a :
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En résumé, retenons :

Théorème de Pythagore généralisé :

a² = b² + c² - 2bc cos(
b² = a² + c² - 2ac cos(
c² = a² + b² - 2ab cos(
Formules des aires :

S = 
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Règle des sinus :
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Autres démonstrations

1. Relation aux sinus

Dans tout triangle, les côtés sont proportionnels aux sinus des angles opposés.






Hypothèse :
(AC(= b,    (AB(= c,    (BC(= a.




Thèse : 
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Démonstration : construisons les hauteurs [CX] et [BY].

· Dans le triangle rectangle AXC, on a
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· Dans le triangle rectangle BXC, on a
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· Dans le triangle rectangle BYA, on a
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· Dans le triangle rectangle BYC
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donc b.sin  = a.sin 

or sin 0 et sin 0


donc  
[image: image142.wmf])
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donc c.sin  = a.sin (


or sin 0 et sin 0

donc  
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Il résulte de (1) et (2) que 
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          c.q.f.d.

2. Relations aux cosinus

Dans tout triangle, le carré d'un côté est égal à la somme des carrés des deux autres côtés diminuée du double produit de ces deux côtés par le cosinus de l'angle compris entre ceux-ci.


Hypothèse :
(AC(= b,    (AB(= c,    (BC(= a.

Thèse :

a² = b² + c² - 2bc cos







b² = a² + c² - 2ac cos

c² = a² + b² - 2ab cos

Démonstration

Traçons la hauteur [CX]

· Dans le triangle rectangle BXC, on a
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· Dans le triangle rectangle AXC, on a
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et 
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Les deux autres égalités se démontrent de la même manière.

3. Aire d'un triangle

L'aire d'un triangle est égale à la moitié du produit de deux côtés par le sinus de l'angle compris entre ces côtés.


Hypothèse : (AC(= b,    (AB(= c,    (BC(= a.



Thèse : Aire = 
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Démonstration :

(Aire d'un triangle = 
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Traçons la hauteur [CX]

· Dans le triangle rectangle AXC, on a
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· Dans le triangle rectangle BXC, on a 
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Traçons la hauteur [BY]

· Dans  le triangle rectangle BYC, on a
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Des relations (1), (2) et (3), on déduit que :

Aire = 
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� On peut aussi définir un quadrilatère convexe de la manière suivante : un quadrilatère est convexe si  toute droite qui comprend un de ses côtés ne le coupe pas.


On peut définir de même un polygone convexe.


� L’abréviation du radian (rad) sera souvent sous-entendue.


� Le grade ne figure pas au programme de 4e année.


� La sécante (sec) et la cosécante (cosec) ne figurent pas au programme de 4e année.


� Aucune des quantités figurant au dénominateur ne peut être nulle, sans quoi le triangle serait dégénéré, cas que nous excluons.
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