2e partie : ALGEBRE

TABLE DES MATIERES

1TABLE DES MATIERES

Chapitre 1 : Calcul numérique - Expressions algébriques
3

A.
Les radicaux d'indice 2.
3

1.
Définition.
3

2.
Remarques.
3

3.
Propriétés des radicaux d'indice 2.
4

4.
Rendre le dénominateur rationnel.
5

B.
Les radicaux d'indice 3.
6
1.
Exemples
6

2.
Définition.
6

3.
Remarque.
6

4.
Propriétés des radicaux d'indice 3.
6

C.
Les radicaux d'indice n. (
[image: image1.wmf]N

n

Î

\
[image: image2.wmf]{

}

1

;

0

)
7

1.
Exemples.
7

2.
Définition.
7

3.
Remarques.
7

4.
Propriétés.
8

D.
Puissances à exposants rationnels.
9

1.
Définition.
9

2.
Exemples.
9

3.
Remarque.
9

4.
Propriétés.
9

Chapitre 2 : Le deuxième degré.
10

A.
Définitions.
10

B.
Equations du deuxième degré à une inconnue.
10
1.
Exemples.
10

2.
Cas général : résolution de l'équation du deuxième degré.
11
3.
Somme et produit des racines.
12
C.
La fonction du deuxième degré
14
D.
Le trinôme du deuxième degré.
16
1.
Factorisation de ax² + bx + c.
16
2.
Signe de ax² + bx + c.
17


2e partie : ALGEBRE

Chapitre 1 : Calcul numérique - Expressions algébriques

A. Les radicaux d'indice 2

1. Définition

La racine carrée du réel positif a est le réel positif dont le carré est a.
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Attention : on entend souvent dire que 
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, ce qui n’est pas correct. En effet, 
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 et rien d’autre ! Sans doute l’erreur commise provient-elle du fait que l’équation 
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 admet comme racines +3 et –3. 

Cette équation peut se résoudre de la manière suivante :
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2. Remarques

· 
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· Le symbole 
[image: image10.wmf] est un symbole arithmétique et donne toujours un résultat positif.
· 
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· Le carré de tout nombre est un nombre positif ; donc aucun nombre strictement négatif n'admet de racine carrée. 
Exemple :   -16 n'a pas de racine carrée.

Nous serons donc amenés à poser des conditions d'existence (en abrégé : C.E.) pour les expressions littérales contenant des radicaux d'indice 2, c'est-à-dire les conditions qu'il faut poser pour que ces expressions représentent un réel. 

C.E.  :  les radicands doivent être positifs.

Pour    
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Rappel :

La condition d'existence (C.E.) d'une fraction est que son dénominateur ne soit pas nul.

Exemple, la condition d'existence de 
[image: image14.wmf]B
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est B ( 0.

Sauf mention contraire, on supposera par la suite que les conditions d’existence sont satisfaites.
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[image: image15.wmf]3

²

3

:

0

²

=

³

=

ex

x

si

x

x



[image: image16.wmf](

)

3

)

3

(

²

3

:

0

²

=

-

-

=

-

£

-

=

ex

x

si

x

x


[image: image173.wmf]22

,:.

ababab

"Î=Û=

+

R

Dans tous les cas on peut écrire :
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3. Propriétés des radicaux d'indice 2

· 
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La racine carrée du produit de deux nombres positifs est le produit des racines carrées de ces nombres.

Exemple :
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Démonstration :
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et donc :

[image: image24.wmf]abab

=


puisque les deux membres de cette égalité sont positifs

· 
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La racine carrée du quotient de deux nombres strictement positifs est le quotient des racines carrées de ces nombres.

Exemple :
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Démonstration :
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et donc :
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puisque les deux membres de cette égalité sont positifs.
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· ATTENTION !  
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EMBED Equation.3[image: image32.wmf]b
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Exemple : 
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et donc aussi :
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4. Rendre le dénominateur rationnel

· Le dénominateur n'est pas une somme ou une différence.
Exemple : 
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Cette réponse, bien qu'exacte, est souvent transformée : on rend le dénominateur rationnel.

Règle :

On multiplie le numérateur et le dénominateur par le radical du dénominateur. 

Notre réponse devient : 
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Autre exemple :
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· Le dénominateur est une somme ou une différence de deux termes (binôme).

Règle :

On multiplie le numérateur et le dénominateur par le binôme conjugué du dénominateur.

Exemples :
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B. Les radicaux d'indice 3

5. Exemples 
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6. Définition

La racine cubique du réel a est le réel  dont le cube est a.
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7. Remarque

Le cube de tout nombre et ce nombre ont le même signe donc tout nombre réel admet une racine cubique.

Il n'y a donc pas de condition d'existence liées aux radicaux d'indice 3.

8. Propriétés des radicaux d'indice 3

Les démonstrations de ces propriétés sont similaires à celles des propriétés des radicaux d'indice 2. Nous ne les reprenons pas.

· 
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La racine cubique du produit de deux nombres réels est le produit des racines cubiques de ces nombres.

· 
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La racine cubique du quotient de deux nombres réels non nuls est le quotient 

des racines cubiques de  ces nombres.

· 
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C. Les radicaux d'indice n (
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9. Exemples
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n'existe pas aucun nombre réel n'a une quatrième puissance égale à -81.

10. Définition

· Dans le cas où n est pair, la racine ne du réel positif a est le réel positif dont la ne puissance est a.
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· Dans le cas où n est impair, la racine ne du réel a est le réel dont la ne puissance est a.
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11. Remarques

· 
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· Si n est pair :

Aucun nombre réel strictement négatif n'admet de racine ne. En effet, la ne puissance d'un nombre réel (positif ou négatif) est un nombre réel positif. 

Exemple :   -16 n'a pas de racine 4e. 

· Si n est impair :
Tout nombre réel admet une racine ne. En effet, la ne puissance d'un nombre et ce nombre ont le même signe. 
Conséquences :

· si n est pair, le radicand doit être positif ;

· si n est impair, il n'y a pas de condition d'existence liée à la racine ne.

Remarques :

· dans 
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, n est l'indice; 

· l'indice 2 ne s'écrit pas.

12. Propriétés

Pour rappel, les indices appartiennent à l’ensemble 
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 et les exposants à l’ensemble Z.
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Exemple : 
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Exemple : 
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Exemple : 
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Exemple : 
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Exemple : 
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Exemple : 
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27

27

3

2

6

4

=

=


· 
[image: image71.wmf].

0

:

nr

n

r

rnn

pppp

r

aRaaaa

+

"Î===


Exemple : 
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D. Puissances à exposants rationnels

13. Définition

Si r est un entier non nul, si s est un naturel distinct de 0 et 1 et si a est un réel strictement positif, alors
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14. Exemples
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15. Remarque

Si r est un entier non nul, si s est un naturel distinct de 0 et 1 et si a est un réel strictement positif, alors
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et donc
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16. Propriétés


[image: image77.wmf].

,

,

,

0

Q

s

r

R

b

a

Î

"

Î

"

+


· 
[image: image78.wmf]s

r

s

r

a

a

a

+

=

.


Exemple : 
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4

5

4

5

4

3

2

1

4

3

2

1

32

2

2

2

2

.

2

=

=

=

=

+


· 
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Exemple : 
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Exemple : 

[image: image83.wmf]10

.5

2

125

.

8

125

.

8

125)

.

(8

3

3

3

1

3

1

3

1

=

=

=

=


· 
[image: image84.wmf]s

r

s

r

a

a

a

-

=


Exemple : 
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Exemple : 
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Chapitre 2 : Le deuxième degré

E. Définitions

· Un trinôme du deuxième degré est un polynôme du type ax² + bx + c où a ( 
[image: image88.wmf]0
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 et b, c (
[image: image89.wmf]R

.

Donc, dans ce qui suit, a représentera toujours un réel non nul.

· La fonction f : x (  ax² + bx + c est appelée fonction trinôme du deuxième degré. Elle est représentée graphiquement par une parabole d'axe parallèle à Oy et d'équation 
[image: image90.wmf]²
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· Toute équation du deuxième degré en x est du type ax² + bx + c = 0.

F. Équations du deuxième degré à une inconnue

17. Exemples

· x² - 7 = 0

(x + 
[image: image91.wmf]7

)(x - 
[image: image92.wmf]7

) = 0

x + 
[image: image93.wmf]7

 = 0  ou  x – 
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 = 0

x = -
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  ou  x = 
[image: image96.wmf]7


· x² + 9 = 0

x² = -9 
    équation impossible (il n'existe pas de réel dont le carré est négatif).

· x² - 2x + 1 = 0

(x – 1)² = 0

x – 1 = 0

x = 1

·  x² + x = 0

x(x + 1) = 0

x = 0   ou    x + 1 = 0

x = 0   ou    x = -1

· x² + 2x – 8 = 0

x² + 2x + 1 – 1 – 8 = 0

(x + 1)² - 9 = 0

(x + 1)² = 9

x + 1 = 3  ou  x + 1 = -3

x = 2  ou  x = -4

· x² + 4x + 5 = 0

x² + 4x + 4 – 4 + 5 = 0

(x + 2)² + 1 = 0

(x + 2)² = -1        équation impossible.
18. Cas général : résolution de l'équation du deuxième degré

ax² + bx + c = 0
(a 0)
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On pose :
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Dès lors 
[image: image99.wmf]2

 0

24²

b

x

aa

D

æö

+-=

ç÷

èø


· Si ( > 0, l'équation devient
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Elle admet deux racines distinctes :   
[image: image101.wmf]et
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· Si ( = 0, l'équation devient
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[image: image103.wmf]a
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Elle admet une seule racine : 
[image: image104.wmf]a
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  Une telle racine est appelée racine double.

Remarque : si on remplace ( par 0 dans le cas précédent, on retrouve la même solution. 

· Si ( < 0, l'équation devient
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 ; elle est impossible, elle n'admet pas de racine réelle.

L'expression ( s'appelle le discriminant ou le réalisant de l'équation.

Synthèse:
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Pour résoudre l'équation ax² + bx + c = 0,

· On calcule ( = b² - 4ac
· Si ( > 0,
l'équation admet deux racines distinctes :x1,x2 = 
[image: image106.wmf]a
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· Si ( = 0,
l'équation admet une racine double: 
x1 = x2 = 
[image: image107.wmf]a
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· Si ( < 0,
l'équation n'admet pas de racine réelle.

Exemples:

· 6x² - x – 1 = 0
( = (-1)² - 4 . 6 .(-1) = 25 > 0
. Il y a deux racines :
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· 3x² - 2x + 1 = 0
( = (-2)² - 4 . 3 . 1 = -8 < 0 .
Il n'y a pas de racine réelle.

· 4x² - 12x + 9 = 0
( = (-12)² - 4 . 4 . 9 = 0 . Il y a une racine double :
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19. Somme et produit des racines

Considérons l'équation ax² + bx + c = 0 avec ( ( 0.

Ses racines sont 
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· 
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S = x1 + x2 = 
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P = x1 . x2 = 
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Remarque :
ax² + bx + c
=
a (x² + 
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x + 
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=
a (x² - Sx + P)

Exemples :

1) Résoudre l'équation 
[image: image117.wmf]²5240

xx

--=


S = -
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 = 5
P = 
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 = -24
x1 + x2 = 5

x1 . x2 = -24

x1 = -3  et  x2 = 8
2) Trouver deux nombres dont la somme est 2 et le produit –8.
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Les deux nombres sont les racines (si elles existent) de l'équation :




[image: image121.wmf]²280

²444.1.(8)360

xx

bac

--=

D=-=--=>




[image: image122.wmf]4

2

2

6

2

2

1

2

1

=

-

=

á

±

=

ñ

x

x

x

x


Vérification : 
-2 + 4 = 2
et
(-2) . 4 = (-8)

Les deux nombres cherchés sont –2 et 4.

3) Trouver deux nombres dont la somme est -11 et le produit 12.

ax² + bx + c = 0




a(x² - Sx + P) = 0




x² - Sx + P = 0

Les deux nombres sont les racines (si elles existent) de l'équation :




[image: image123.wmf]²11120

²411²4.1.121214873

xx

bac

++=

D=-=-=-=


 

[image: image124.wmf]2

1

2

41173

22

x

bbac

x

a

-±--±

ñ==


Vérification : 
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Les deux nombres cherchés sont 
[image: image127.wmf]1173
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et 
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G. La fonction du deuxième degré

Une fonction du  deuxième degré est une fonction de la forme 

f : 
[image: image129.wmf]®
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 : x ( ax² + bx + c où a ( 0.

Construisons son graphique point par point. La courbe obtenue est une parabole dont certaines caractéristiques sont explicitées ci-dessous. Mais nous aurons l'occasion de la retrouver en d'autres circonstances. 
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Si a > 0

Le sommet de la parabole a pour coordonnées (0;0), il s'agit d'un minimum. 

La concavité est tournée vers le haut.

L'axe de symétrie est Oy (( x = 0).

Si a < 0

Le sommet de la parabole a pour coordonnées (0;0), il s'agit d'un maximum. 

La concavité est tournée vers le bas.

L'axe de symétrie est Oy (( x = 0).

A partir de la parabole d'équation y = ax², construisons la courbe d'équation  y = ax² + bx + c.

Transformons tout d'abord l'équation.
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Au niveau graphique, cela donne :

Transformation

Translation de +( parallèlement à Ox

Translation de +( parallèlement à Oy


Equation
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Le graphique de la fonction du  deuxième degré f : 
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 où a ( 0 est la parabole d'équation 
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· Si 
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, la parabole tourne sa concavité vers le haut et son sommet est un minimum.

· Si 
[image: image143.wmf]0
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, la parabole tourne sa concavité vers le bas et son sommet est un maximum.

Les coordonnées des points d'intersection de la parabole avec l'axe 
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, s'ils existent, sont 
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 représentent les racines de l'équation 
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Les coordonnées du point d'intersection de la parabole avec l'axe 
[image: image150.wmf]Oy

 sont 
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Le trinôme du deuxième degré

20. Factorisation de ax² + bx + c

Rappel

Si un polynôme P(x) s'annule pour x = a, alors ce polynôme est factorisable.

On a P(a) = 0

P(x) = (x – a).Q(x)

Donc si l'équation 
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 admet au moins une racine, alors le trinôme 
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 est factorisable en deux facteurs du premier degré : 

1r cas : ( > 0

Le trinôme admet deux racines réelles 
[image: image154.wmf]1
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2e cas : ( = 0

Le trinôme admet une racine réelle 
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x

 et on a :
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3e cas : ( < 0 

Le trinôme n'admet pas de racine réelle.

Le trinôme n'est pas factorisable.
Synthèse :

· (>0
ax² + bx + c = a(x – x1)(x – x2)

· (=0
ax² + bx + c = a(x – x1)²

· (<0
ax² + bx + c n'est pas factorisable

21. Signe du trinôme ax² + bx + c
Proposons nous, préalablement de déterminer l'intersection de la parabole d'équation y = ax² + bx + c avec l'axe Ox . Pour ce faire, il suffit de résoudre le système d'équations :
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ce qui se fait facilement en remplaçant y par 0 dans l'équation de la parabole. On est donc amené à résoudre l'équation ax² + bx + c = 0.

· Lorsque le discriminant est strictement positif, l'équation possède deux solutions distinctes 
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, et la parabole coupe l'axe Ox en les points 
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· Lorsque le discriminant est nul, l'équation possède une seule solution 
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· Lorsque le discriminant est strictement négatif, l'équation ne possède pas de solution, et la parabole ne coupe pas l'axe Ox.

En tenant compte de la concavité de la parabole donnée par le signe de a et du nombre de ses points d'intersection avec Ox donné par le signe du discriminant (, les cas suivants peuvent se présenter :
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ax² + bx + c possède le même signe que a sauf pour les valeurs de x comprises entre ses racines lorsque celles-ci existent.
x = (
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Deux nombres positifs sont égaux si et seulement s'ils ont le même carré.
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