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Chapitre 3.   LIEUX GÉOMÉTRIQUES

A. Préambule : distance

1. Rappels

· La distance entre deux points A et B est la mesure de la longueur du segment [AB]. Cette distance est notée d(A,B) ou (AB(.

· La distance du point P à la droite a est la mesure de la longueur du segment perpendiculaire à la droite a issu du point P et limité à la droite a . Cette distance est notée d(P,a) ou (Pa(.

· [image: image78.png]


La distance entre deux droites parallèles a et b est la longueur du segment d'une perpendiculaire limité aux droites a et b.

[image: image79.png]Figure 7.
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2. [image: image81.png]Figure 5a.




Distance entre deux points dans un repère orthonormé

Dans un repère orthonormé, la distance entre deux points A(xA;yA) et B(xB;yB) est égale à

(AB( = 
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En effet, 

· Considérons le point C(xB;yA).

· (AC( = (xB - xA(  et  (BC( = (yB - yA(
· Le triangle ABC est rectangle en C :

(AB(² = (AC(² + (BC(²
(Th. de Pythagore).
d'où

(AB(² =   
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et donc
(AB( = 
[image: image5.wmf])²

(

)²

(

A

B

A

B

y

y

x

x

-

+

-

.

B. Définition

Un lieu géométrique est un ensemble de points qui possèdent tous une même propriété et qu’eux seuls possèdent.

C. Exemples

· Une ligne isotherme est le lieu géométrique des points de même température.

· Une ligne isobare est le lieu géométrique des points de même pression.

· Une ligne isoptère est le lieu géométrique des points d’égale sensibilité de l’œil.

· Une courbe de niveau est le lieu géométrique des points de même altitude.

A noter que plus les courbes de niveau sont proches les unes des autres, plus le terrain est en pente. En fait, les courbes de niveau permettent de représenter en deux dimensions l’espace à trois dimensions. Elles permettent aussi de déterminer la « ligne de plus grande pente » : c’est le chemin utilisé par les torrents. Une route ne peut jamais passer par la ligne de plus grande pente, car la montée serait trop raide.

· Le graphique d'une fonction est le lieu géométrique des points dont les coordonnées vérifient l'équation de cette fonction.

· Dans le plan,

· Le cercle de centre O et de rayon r est le lieu géométrique des points du plan situés à la distance r de O.

· La médiatrice d’un segment est le lieu géométrique des points équidistants des extrémités du segment.

· La bissectrice d’un angle est le lieu géométrique des points équidistants des deux côtés de l’angle.

· [image: image82.png]


Le lieu géométrique des points équidistants de deux droites sécantes est composé des deux bissectrices des angles formés par ces droites.

· Dans le plan, le lieu géométrique des points équidistants de deux droites parallèles a et b est une droite d parallèle aux deux précédentes et équidistante de celles-ci.

· [image: image83.png]a0



La sphère de centre O et de rayon r est le lieu géométrique des points de l’espace situés à la distance r de O.

· Le lieu géométrique des points situés à la distance r d’une droite donnée est 

· dans le plan, composé des deux parallèles à la droite donné et situées à la distance r de celle-ci.

· dans l’espace, le cylindre dont l’axe est la droite donnée et dont le rayon des bases est r.
[image: image84.png]



D. Recherche d’un lieu géométrique

Avant d’aborder la recherche proprement dite d’un lieu géométrique, il y a lieu d’insister sur le fait que la définition de ce concept exige l’établissement de conditions nécessaires et suffisantes, c’est-à-dire d’un théorème et de sa réciproque. L’analyse du lieu consiste à trouver celui-ci et à démontrer la condition nécessaire. La démonstration de la condition suffisante se fait dans la synthèse. Dans certains cas (les plus compliqués), cette dernière n’est pas abordée. Dans les cas les plus simples, elle est tellement évidente qu’elle ne mérite que d’être citée. 

Il existe plusieurs méthodes de recherche d’un lieu géométrique. Nous en retiendrons trois : la méthode analytique, l'utilisation des transformations et l'utilisation des propriétés géométriques. Nous ne travaillerons que dans le plan.

3.    Méthode analytique

On exprime algébriquement la propriété qui doit être vérifiée par tous les points du lieu et on en déduit son équation.

a. Exemple 1 : La médiatrice d’un segment

· Définition

La médiatrice d’un segment [AB] est le lieu géométrique des points équidistants des points A et B.

[image: image85.emf]A
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Exemple : Soient A(2 ;4) et B(5,1), les extrémités du segment et P(x ;y) un point de la médiatrice. 

Dans un repère orthonormé, on peut écrire :
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Le lieu géométrique cherché est donc la droite d’équation x – y – 1 = 0.

On vérifie aisément que cette droite est perpendiculaire au segment 
[image: image7.wmf][
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 et passe par son milieu 
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b. Exemple 2 : Le cercle

· Définition

Le cercle de centre C et de rayon r est le lieu géométrique des points situés à la distance r du point C.

· Équation cartésienne du cercle de centre C((;() et de rayon r.
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Soit 
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Pxy

un point du lieu dans un repère orthonormé. On peut écrire :
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image12.wmf](
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est l'équation cartésienne du cercle C. Cette équation est vérifiée par les coordonnées des points de ce cercle et uniquement par celles-là.

Exemple 3 : La parabole

· Définition

Une parabole est le lieu géométrique des points situés à égale distance d'un point F appelé  foyer, et d'une droite d appelée directrice et qui ne comprend pas le foyer.

· [image: image87.png]


Construction

Données : le point F et la droite d   (F ( d).

1. On trace le cercle de centre F et de rayon r ( 
[image: image14.wmf]Fd

2

1

.
2. On trace la droite d' parallèle à d et à distance r de d, du même côté de d que F.

3. Le ou les deux points (P et P') d'intersection de la droite d' et du cercle de rayon r sont des points de la parabole. La définition est donc respectée.

4. On répète les opérations 1, 2 et 3 pour des cercles de différents rayons.

[image: image88.png]Qx,-pi2)
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Par construction, les points P et P' sont symétriques par rapport à l'axe focal (la perpendiculaire à la directrice issue du foyer). L'axe focal est donc un axe de symétrie de la parabole.

L'intersection de l'axe de symétrie et de la parabole est le sommet S de la parabole.

· La parabole dans un repère orthonormé

En définissant un repère orthonormé de la manière suivante : 

· Ox est la parallèle à d située à mi-distance entre la directrice d et le foyer F.

· Oy est la perpendiculaire à d comprenant F; donc O et S sont confondus.

· Unité : celle qui a servi à mesurer (Fd(.

Appelons 
[image: image15.wmf]p

 la distance entre le foyer et la directrice. Si p est positif, on a la configuration ci-dessous. Si p est négatif, on a la configuration symétrique par rapport à l'axe Ox.
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[image: image16.wmf]F

 a comme coordonnées : (0 ; 
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) ; l'équation de la directrice s'écrit :  
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Soit 
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 un point de la parabole. On a
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Conclusion :

Dans un repère orthonormé du plan, la courbe d'équation 

                      
 x² = 2py
ou 
y = 
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est la parabole
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4. Utilisation des transformations

c. Exemple 1

[image: image90.png]7 (2.00; 4,00) P <y)
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On considère le parallélogramme ABCD dont les sommets opposés A et C sont fixes. Rechercher le lieu géométrique du sommet D quand le sommet B se déplace sur une droite donnée d.
Eléments fixes : les sommets A et C.



     la droite d.

Elément mobile : B sur d.

Analyse : Le centre O du parallélogramme est un point fixe du fait que A et C sont fixes. D est l’image de B par la symétrie de centre O. Quand B décrit d, D décrit donc une parallèle à d, image de celle-ci par la symétrie précitée. Le lieu cherché est donc cette parallèle.

Construction : Il suffit de construire l’image de d par la symétrie centrale de centre O.

Synthèse : Il est clair que tout point de l’image de la droite d par la symétrie centrale de centre O est le quatrième sommet d’un parallélogramme répondant aux conditions imposées.

Discussion : Néant.

Exemple 2

[image: image91.png]


Quel est le lieu géométrique décrit par le centre de gravité d’une cabine d’une grande roue à la fête foraine ?

Elément fixe : la grande roue.

Elément mobile : la cabine.

Analyse : Le point d’attache de la cabine décrit un cercle C (la grande roue). Lorsque ce point se situe en A, le centre de gravité de cette cabine se trouve en B. Il est évident que la cabine est en permanence en position verticale. Le segment [AB] reste donc toujours parallèle à lui-même, de même longueur et de même sens. Le point B est donc l’image du point A par la translation de vecteur
[image: image33.wmf]AB

 et le lieu cherché est l’image C’ du cercle C par la translation précitée.


On peut faire un raisonnement analogue pour n’importe quel point de la cabine.

Construction : Il suffit de construire l’image du cercle C par la translation de vecteur 
[image: image34.wmf]AB

.

Synthèse : Il est évident que tout point de C' satisfait aux conditions imposées.

Discussion : Néant.

d. Exemple 3

On considère un carré ABCD. Le point A est fixe, tandis que le point B décrit une droite d. Rechercher le lieu géométrique décrit par le sommet D.

[image: image92.png]



Éléments fixes :
la droite d,



    
le point A,



    
la forme carrée du quadrilatère ABCD.

Éléments mobiles : 
le point B sur d,



        
le point C,



        
le point D dont on recherche le lieu.

Analyse : Lorsque le point B varie, le carré tourne autour du point fixe A et l’angle en A reste toujours égal à 90°. D est donc l’image  de B par une rotation de 90° autour de A. Le lieu de D est donc inclus dans l’image d' de la droite d par cette même rotation.

Construction : Il suffit de construire l’image de d par la rotation susmentionnée.

[image: image93.png]
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Synthèse : Il s’agit de montrer que tout point de la droite d' répond aux conditions imposées, c'est-à-dire appartient au lieu. A cet effet, considérons un point de ses points P. Il faut montrer qu’il existe un carré APQR tel que R appartienne à la droite d. Traçons donc [AP] et les carrés APQR et APQ’R’ construits sur AP. Les points R et R’ appartiennent-ils à d ?

La rotation réciproque de la rotation utilisée dans l’analyse donne les résultats suivants :

Objet
Image

A
A

d'
d

P
R

P ( d'
R ( d

Discussion : Dans la démonstration précédente, on construit deux carrés sur le segment [AP]. Il y a lieu de choisir le « bon carré », c’est-à-dire celui qui répond aux conditions imposées : il suffit évidemment d’en trouver un.

5. Utilisation des propriétés géométriques

e. Exemple 1

[image: image95.png]


On donne un cercle de rayon R. Rechercher le lieu géométrique des milieux des cordes de longueur 2k donnée.

Éléments fixes : le cercle C de centre O et de rayon R.


     la longueur 2k de la corde.
Eléments mobiles : 
la corde [AB] de longueur 2k et son milieu M.

Analyse : Soit M un point du lieu. Considérons le triangle isocèle AOB. Quand [AB] varie dans le cercle, ce triangle reste égal à lui-même. En effet, 
[image: image35.wmf]AO

 et 
[image: image36.wmf]OB

 sont égaux au rayon et ne varient donc pas en longueur, tandis que, par hypothèse, 
[image: image37.wmf].
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 La hauteur (qui est aussi la médiane dans un triangle isocèle) 
[image: image38.wmf]OM

 reste donc aussi constante et le point M se déplace sur un cercle de centre O et de rayon 
[image: image39.wmf]OM

.

Recherchons la valeur de 
[image: image40.wmf]OM

. A cet effet, considérons le triangle rectangle AMO. Le théorème de Pythagore permet d’écrire :
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Construction

· Construire un segment 
[image: image44.wmf][

]

OM

 dont le carré de la longueur vaut R² - k².
· Construire le cercle de centre O et comprenant M.
Synthèse : Il est évident que tout point du lieu répond aux conditions imposées.

Discussion : Pour que le rayon du lieu existe, il faut que R² - k² ( 0, ce qui signifie R² ( k² ou encore R ( k puisque R et k sont positifs. Cette condition est évidente : si elle n’était pas remplie, la corde serait plus grande que le diamètre, ce qui n’est évidemment pas possible.

Dans le cas où R = k, la corde est le diamètre et le lieu est réduit à un point , à savoir le centre O. 

f. Exemple 2

[image: image96.png]


Une échelle est posée contre un mur vertical, le sol étant horizontal. Si l’échelle glisse, quel est le lieu géométrique décrit par son milieu ?

Éléments fixes : 
le sol (droite AX).


le mur (droite AY).

   
à noter aussi que le mur est perpendiculaire au sol.


la longueur de l'échelle (segment 
[image: image45.wmf][

]

BC

).

Éléments mobiles : l’échelle (droite BC) ; C varie donc sur la droite AX et B est entraîné sur la droite AY. Le milieu M du segment [BC] bouge en même temps que le point C (et le point B).

Analyse : Soit M un point du lieu. Le triangle BAC est rectangle en A, [BC] en est l’hypoténuse et [AM] la médiane relative à l’hypoténuse. 
[image: image46.wmf]AM

vaut la moitié de l’hypoténuse. Comme celle-ci est constante en longueur (hauteur de l’échelle), la longueur de [AM] est aussi constante. Le point A est fixe et donc le point M appartient au cercle de centre A et de rayon égal à la moitié de l’hypoténuse.

Construction : Il suffit de construire le cercle de centre A et de rayon 
[image: image47.wmf]2

BC

.
Discussion : Il est évident qu’il ne faut prendre que le quart de cercle situé dans le quadrant où se trouve l’échelle : celle-ci ne peut traverser le mur, ni passer en-dessous du sol.

Synthèse : Tout point de ce quart de cercle répond aux conditions imposées pour faire partie du lieu.
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Considérons donc un point P appartenant au quart de cercle. La question est de savoir si ce point P peut être le milieu d’une position de l’échelle. Construisons donc le point A’ symétrique de A par rapport à P, puis le rectangle ARA’Q ayant pour diagonale [AA’] et dont les deux autres sommets sont respectivement R sur AX et Q sur AY.  [QR] répond à la question posée.

g. Exemple 3

[image: image98.png]


Déterminer le lieu géométrique des points dont la différence des carrés des distances à deux points fixes A et B est une constante k².
Notes 
· En géométrie, une telle constante représente une aire. La grandeur 
[image: image48.wmf]k

 peut donc être donnée par la longueur d'un segment de droite.

· Dans un premier temps, nous recherchons le lieu des points M tels que 
[image: image49.wmf]22

2

MAMBk

-=

. Nous compléterons ensuite en recherchant le lieu des points M tels que 
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Analyse : Soit M un point du lieu, c'est-à-dire tel que 
[image: image51.wmf]22

2

MAMBk

-=

. On a


[image: image52.wmf](

)

(

)

(

)

22

2

22

2

2'

kMAMB

MAMB

MAMBMAMB

BAMIIAMIIB

BAMI

BAMI

=-

=-

=-+

=+++

=

=

uuuruuur

uuuruuuruuuruuur

g

uuuruuuruuruuuruur

g

uuuruuuur

g

uuuruuuuur

g


où I est le milieu de 
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 et M' la projection orthogonale de M sur 
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; 
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est donc la projection orthogonale de 
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On a donc 
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Puisque 
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on a :

· 
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 et 
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 on le même sens; M' est donc situé du même coté de I que B.

· 
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 et

· 
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Construction 


Par un des théorèmes dérivé du théorème de Pythagore, on construit le point M' tel que défini ci-dessus et par M', on trace la perpendiculaire à AB. Cette perpendiculaire est le lieu cherché.

Synthèse : Tout point de cette perpendiculaire appartient-il au lieu ? En d’autres termes, si Z est un point de cette perpendiculaire a-t-on 
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Discussion

Dans l’analyse, nous avons recherché le lieu des points M tels que 
[image: image66.wmf]²
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. Nous aurions pu aussi rechercher le lieu des points M tels que 
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. Dans ce cas, nous aurions obtenu une droite symétrique à la précédente par rapport au milieu de [AB]. Le lieu complet est donc formé de ces deux droites.
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E. Problèmes de construction

Dans les problèmes de construction, on aura souvent intérêt à considérer le problème résolu et à voir les propriétés de la figure dessinée afin de déterminer la construction cherchée. 

Lorsqu’il s’agit de déterminer un point, il faut souvent rechercher deux lieux auxquels ce point appartient et prendre l’intersection de ces derniers.

6. Exemple 1

On donne deux droites a et b sécantes en A et deux droites parallèles c et d. Construire un point équidistant de a et de b d’une part, équidistant de c et de d d’autre part.

Analyse : Supposons le problème résolu et soit P le point cherché. Où est-il situé ?

[image: image100.png]


Puisque P doit être équidistant de a et de b, il est situé sur une des bissectrices s ou s’ du couple formé par les droites a et b. D’autre part, puisque P doit aussi se trouver à égale distance des droites parallèles, c et d, il doit se trouver sur l’axe médian t de ces parallèles. Il est donc à l’intersection des deux lieux s (ou s’) et t.

Construction : Il suffit de construire les bissectrices des angles formés par les droites a et b, l’axe médian des parallèles c et d et de prendre l’intersection de ces deux lieux.

Synthèse : Il est évident que le ou les points obtenus répondent aux conditions imposées.

Discussion : Y a-t-il toujours une ou plusieurs solutions au problème posé ? Les positions respectives des droites données ont-elles une influence sur le nombre de solutions ?

L’examen de la figure ci-dessus laisse croire qu’il y a deux solutions. En effet, le premier lieu est composé de deux droites, tandis que le second est formé d’une seule droite. L’intersection des deux donne donc deux solutions au problème. Cependant n’arrive-t-il jamais que la droite t soit parallèle à une des deux droites s ou s’ ? Dans ce cas, le problème posé n’admet qu’une seule solution. (Il est évident que t ne sera jamais parallèle à s et s’ puisque ces deux dernières sont perpendiculaires).

7. Exemple 2
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On donne deux droites sécantes a et b et deux points X et Y non situés sur ces droites. Déterminer deux points A et B situés respectivement sur a et sur b tels que le quadrilatère ABXY soit un parallélogramme.

Analyse : Supposons le problème résolu et soit ABXY le parallélogramme cherché.

[AB] est l’image de [YX] par une translation que nous ne connaissons pas.

Puisqu’il y a deux points, à savoir A et B, à déterminer, essayons de trouver d’abord un point A’ intermédiaire situé sur a et voyons où se trouve le point B’ correspondant. Pour ce faire, traçons par Y une droite quelconque qui coupe a en A’. Il est maintenant possible de construire le point B’ tel que A’B’XY soit un parallélogramme. Si B’ se trouve sur b, le problème est résolu. Mais ce ne sera vraisemblablement pas le cas.

Considérons donc le cas où B’ n’est pas sur b. Par B’, traçons la parallèle à a. Celle-ci coupe b en B. Il est maintenant possible de construire le point A tel que ABXY soit un parallélogramme. Puisque B’B est parallèle à a, A est sur a. ABYX est donc le parallélogramme demandé.

Construction

· Par Y, traçons une droite quelconque. Elle coupe a en un point A’. 

· Construisons le parallélogramme XYA’B’.

· Par B’, traçons la parallèle à a.
· Construisons le parallélogramme A’B’BA.
Synthèse : Il est clair que ABXY répond à la question posée.
Discussion : Il est évident qu’il y a toujours une et une seule solution.

8. Exemple 3

[image: image102.png]0N



Construire un triangle ABC connaissant le côté [BC] de longueur a , la longueur h de la hauteur relative à ce côté et l’angle opposé Â à ce côté. 

Analyse : Supposons le problème résolu et soit ABC le triangle demandé.

Dès que le côté [BC] est tracé (ce qui est possible puisque sa longueur est donnée), il y a lieu de déterminer le troisième sommet A.
Recherchons donc deux lieux sur lesquels doit se trouver ce sommet :

· Puisque l’angle Â est connu, le sommet A appartient à l'arc capable de Â construit sur [BC] comme corde.

· Puisque la longueur h de la hauteur issue de A est connue, A se trouve sur une des parallèles à la droite BC à la distance h de cette droite.

Construction

· Construisons l’arc capable de l’angle Â sur [BC] comme corde.

· Construisons les parallèles a et a' à BC à la distance h de BC.

· Les intersections de ces deux lieux donnent différentes solutions au problème posé.

Synthèse : Il est évident que les solutions qui viennent d’être trouvées répondent aux conditions imposées.

Discussion

L'arc capable est composé de deux arcs symétriques par rapport à la droite BC. De même, il y a deux parallèles à la distance h de BC. Il peut donc y avoir 0, 2 ou 4 solutions au problème posé. Cependant, les triangles ainsi trouvés sont égaux, mais non confondus.


  Quand y a-t-il 0, 2 ou 4 solutions ? Cela dépend évidemment du nombre de points d’intersection de l’arc capable et des parallèles à BC.
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Appelons O le centre d'un cercle qui porte un des deux arcs formant l’arc capable de l’angle Â construit sur [BC] comme corde et K le milieu de [BC]. Traçons [OK] et prolongeons-le jusqu’à sa rencontre avec le cercle en L.

Il y a intersection si la droite a parallèle à [BC] coupe l'arc de cercle précité c’est-à-dire que 
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Du fait que 
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, il y a quatre solutions distinctes si et seulement si 


[image: image74.wmf]A

a

A

a

ˆ

cotg

ˆ

sin

+

> 2 h.

Il y a deux solutions distinctes si et seulement si 
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Il n’y a pas de solution si et seulement si
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9. Exemple 4

Construire un triangle rectangle BAC dont on connaît l’hypoténuse 
[image: image77.wmf]a

BC

=

et la hauteur h correspondant à l’hypoténuse.

Analyse : Supposons le problème résolu.

Le triangle BAC étant rectangle est inscriptible dans un demi-cercle dont le centre se trouve au milieu de [BC]. Le sommet A se trouve aussi sur une parallèle à la droite BC à la distance h de celle-ci. A se trouve donc à l’intersection de ces deux lieux.
Construction

· Construisons le cercle qui a pour diamètre [BC].

· Traçons les parallèles à BC à la distance h de celle-ci.

· Les points d’intersection de ces deux lieux donnent les positions du point A et permettent de construire le ou les triangles demandés.
Synthèse : Les triangles ainsi construits répondent aux conditions imposées.

Discussion : Une discussion semblable à la précédente peut être effectuée et donne les résultats suivants :

· Il y a 4 solutions si et seulement si 2h < a.

· Il y a 2 solutions si et seulement si 2h = a.

· Il y a 0 solution si et seulement si 2h > a.

A remarquer que les différents triangles trouvés sont tous égaux entre eux.
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1 En vertu des théorèmes suivants : 


Dans un cercle, un angle au centre vaut le double de l’angle inscrit interceptant le même arc.


La droite OK est médiane du triangle isocèle BOC et donc aussi bissectrice de l’angle au sommet Ô et hauteur relative à la base [BC]
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