1e partie : Les fonctions
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1e partie : Les fonctions

Fonctions réelles d’une variable réelle

1. Introduction

Le graphique ci-dessous représente les variations de la température au cours d'une journée. La température dépend bien sûr de l'heure : on dit que la température est fonction de l'heure.
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Si t représente la température en degrés et  h l'heure, on écrira :  t = f(h) 

L'observation du graphique permet de répondre à des questions du type :

· Quelle était la température à 0 h ?

· Quelle était la température à 6 h ?

· Quelle était la température à 17 h ?

· Durant quelle(s) période(s) de la journée la température a-t-elle augmenté ?

· Quand la température était-elle maximum ?

· Durant quelle(s) période(s) de la journée la température était-elle négative ?

· Quand la température valait-elle 5° ?

2. Définitions
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A. Relations

Le graphe ci-contre montre une relation, entre les ensembles A et B.

Exemples :

· l'élément a de A a comme image l'élément p de B,

· l’élément c de A a comme images les éléments r, s et t de B,

· etc.

Cette relation peut s’écrire 
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Une relation d'un ensemble A vers un ensemble B est un ensemble de couples dont le premier élément appartient à A et le second à B.
B.  Fonctions

Une fonction  f d'un ensemble A vers un ensemble B (on note f : A ( B) est une relation de A vers B qui, à tout élément de A, associe au plus un élément de B (c'est-à-dire zéro ou un élément de B).
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De tout élément de A part une ou zéro flèche vers un élément de B.

Par contre, plusieurs flèches venant de A peuvent arriver en un élément de B.

Par exemple, on a, pour la fonction  f : 
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Dans ce cours, nous nous intéresserons uniquement aux fonctions de R dans R, ces fonctions sont appelées fonctions réelles d'une variable réelle.

Notation

f : 
[image: image4.wmf]:()
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 ce qui se  lit "fonction f de R dans R qui envoie x sur f(x)", f(x) est l’image de x par la fonction f.

Exemples

1. Fonctions du premier degré :  f : x ( mx + p
(m ( 0) 
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2. Fonctions constantes :  f : x ( c
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3. Fonction valeur absolue : 
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4. Fonctions polynômes : 
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5. Fonctions rationnelles (quotients de fonctions polynômes) : 
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6. Fonctions irrationnelles (ce sont des fonctions qui font intervenir des racines ne ) : 
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7. Fonctions trigonométriques
 : 
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3. Domaine de définition d'une fonction

Exemples

1. Soit la fonction 
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. Quelle que soit la valeur réelle de x, f(x) existe : nous dirons que le domaine de définition de f est R. Nous écrirons dom f = R.
2. Soit la fonction 
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. f(x) n'est définie que pour les valeurs positives de x. Cette condition est appelée condition d’existence.


Nous écrirons 



CE :  x ( 0


Par conséquent 



dom f = 
[image: image14.wmf]+

R

 = [0, + ( [

3. Soit la fonction 
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dom f = 
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Soit la fonction 
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CE : 
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D'une manière générale : 

Le domaine de définition d'une fonction f est l'ensemble des réels ayant une image par f.

En pratique, on déterminera le domaine d’une fonction en recherchant les nombres ne lui appartenant pas, il s’agit  notamment des nombres

· qui annulent un dénominateur, 

· qui rendent négatif le radicand d’une racine d’indice pair.

4. Graphique d'une fonction
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Le graphique d'une fonction f (fig. 1)  est l'ensemble des points du plan de coordonnées  (x, f (x)) où x ( dom f. 

Une équation du graphique de f est y=f(x).

Tous les points du graphique ont une ordonnée « y » égale à l'image « f(x) » de leur abscisse.





La figure 2 ne représente pas le graphique d'une fonction. En effet, le point d'abscisse a du graphique d'une fonction f, devrait avoir pour ordonnée f(a). Or, ici, trois points du graphique ont a pour abscisse, f(a) aurait donc trois valeurs distinctes !!

Voici les graphiques de quelques fonctions usuelles. 
Fonction identique

f1(x) = x
Fonction carré
f2(x) = x2
Fonction cube
f3(x) = x3
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Fonction racine carrée

f4(x) = 
[image: image22.wmf]x


Fonction racine cubique

f5 (x) = 
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Fonction valeur absolue

f6(x) = |x|
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Fonction inverse

f7(x) = 
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1


Fonction tangente

f10(x) = tg x
Fonction cotangente

f11(x) = cotg x
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Fonction sinus

f8(x) = sin x
Fonction cosinus

f9(x) = cos x
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Notons que pour construire rigoureusement le graphique d’une fonction f, il faudrait déterminer une infinité de points, ce qui est évidemment impossible. L'an prochain, dans le cours d'analyse, nous verrons comment procéder.

5. Zéros et signe

Les zéros d'une fonction f sont les valeurs de x telles que f(x) = 0.
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Quels sont les zéros de la fonction représentée ci-contre ?

Pourquoi ?

Graphiquement, les zéros d'une fonction sont les abscisses des points d'intersection de son graphique avec l'axe Ox.
Pour quelles valeurs de x la fonction est-elle positive ? À quoi le voyez-vous ?

Pour quelles valeurs de x la fonction est-elle négative ? À quoi le voyez-vous ?

6. Croissance, maximum et minimum
Exemples : 

· La distance de freinage d d'une voiture est fonction de sa vitesse v. On peut donc écrire d=f(v) . La fonction f est-elle croissante ou décroissante ? Pourquoi ?

· Le temps t mis pour aller de Paris à Bruxelles par la voie la plus directe, est fonction de la vitesse moyenne de déplacement v du véhicule. On peut donc écrire t=g(v). La fonction g est-elle croissante ou décroissante ? Pourquoi ?

Observons la figure 1 ci-dessous :  le graphique de la fonction représentée « monte », nous dirons que la fonction est croissante car lorsque x augmente, f(x) augmente ou est constante.

Observons la figure 2 : le graphique de la fonction représentée « descend », nous dirons que la fonction est décroissante car lorsque x augmente, f(x) diminue ou est constante.
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 : Fonction décroissante



Une fonction f est dite croissante sur un intervalle [a, b] inclus dans son domaine

si et seulement si
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Une fonction f est dite décroissante sur un intervalle [a, b] inclus dans son domaine

si et seulement si
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Figure 1  : Fonction croissante

[image: image58.wmf]x

y

-1

1

2

-1

0

1

2

3

y=f(x)

y=2f(x)

La fonction représentée ci-contre possède un maximum en a et un minimum en b. En général : 

· une fonction possède un maximum en a si, en a, elle cesse de croître pour commencer à décroître ;

· une fonction possède un minimum en b si, en b, elle cesse de décroître pour commencer à croître.

Remarquons qu'une fonction ne peut posséder un maximum ou un minimum en a que si elle est définie en a ainsi qu'en son voisinage (aussi bien à sa gauche qu'à sa droite). 

Le point du graphique d’une fonction correspondant à un maximum (respectivement, un minimum) n’est pas nécessairement le point "le plus haut" (respectivement, "le plus bas") du graphique.

La valeur prise par une fonction en un maximum peut même être inférieure à la valeur prise par cette fonction en un minimum.
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Fonction impaire
7. Parité
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Fonction paire
La figure de gauche présente une fonction  f dont le graphique est symétrique par rapport à l'axe Oy, on constate que pour toutes les valeurs de x appartenant à dom f, on a 
[image: image36.wmf]()()
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. La figure de droite, quant à elle, présente une fonction dont le graphique est symétrique par rapport à l'origine O et on constate que pour toutes les valeurs de x appartenant à dom f, on a f(-x) = -f(x).

Une fonction f est dite paire si et seulement si
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En repère orthonormé, le graphique d'une fonction paire est symétrique par rapport à l'axe Oy.



Une fonction f est dite impaire si et seulement si
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En repère orthonormé, le graphique d'une fonction impaire est symétrique par rapport à l'origine O.

Remarques

· Si une fonction est paire ou impaire, il suffit de construire son graphique dans un des demi-plans limité par l'axe Oy, l'autre partie du graphique s'obtient par symétrie.

· Quelques exemples de fonctions paires : x2, x4, x6, ... (exposants pairs).

· Quelques exemples de fonctions impaires : x3, x5, x7, ... (exposants impairs).
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8. Périodicité
La fonction représentée ci-contre est une fonction périodique de période 2.

On constate que 
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Son graphique présente une régularité évidente, il est la juxtaposition d'une infinité de motifs identiques (de largeur 2). Il est stable par une translation de vecteur 
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Une fonction f est périodique si et seulement s’il existe p > 0 tel que 
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Le plus petit nombre p possédant cette propriété est appelé période de la fonction. 

Le graphique d'une fonction périodique de période p est stable par translation de vecteur 
[image: image42.wmf]pu
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Les fonctions sin et cos sont périodiques de période 2(, tg et cotg sont périodiques de période ( (voir graphiques §4).

9. Fonctions associées

À partir du graphique d’une fonction, on peut construire les graphiques d’autres fonctions en utilisant des transformations géométriques simples. Ces fonctions sont dites associées. Observons(
Graphique de –f(x)
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Graphique de f(-x)
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Graphique de |f(x)|
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Graphique de f(x)+k
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Graphique de f(x+k)
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Graphique de k.f(x)
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Graphique de f(k.x)

En résumé

Pour construire le graphique de la fonction 
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il suffit de faire subir aux points du graphique de la fonction  f  la transformation …
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symétrie orthogonale d'axe Ox 

(en repère orthogonal)

f(-x) 
symétrie orthogonale d'axe Oy 
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|f(x)|
symétrie orthogonale d'axe Ox aux points situés sous l'axe Ox (en repère orthogonal)

f(x) + k
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diviser les abscisses par k
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� Les angles et les arcs seront toujours exprimés en radians.





4e année - 1e partie : Les fonctions – Page 1
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