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Chapitre 1 :  Boite à outils

A. DÉFINITIONS

1. [image: image446.wmf]()
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Médiatrice d’un segment

La médiatrice d’un segment 
[image: image1.wmf][

]

AB

 est la droite 
[image: image2.wmf]d

 perpendiculaire au milieu de ce segment.

2. Bissectrice d’un angle

[image: image447.wmf]A

La bissectrice d’un angle est la demi-droite qui, issue du sommet de l’angle, le partage en deux angles égaux.

3. Hauteur d’un triangle

Une hauteur d’un triangle est la droite issue d’un sommet et perpendiculaire au côté opposé.
[image: image448.wmf]DB
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Il y a trois hauteurs dans un triangle qui se coupent en un même point 
[image: image3.wmf]H

 : l’orthocentre du triangle. Celui-ci peut être intérieur ou extérieur au triangle.
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Médiatrice d’un triangle

[image: image452.png]A




Une médiatrice d’un triangle est la médiatrice d’un de ses côtés. Il y a trois médiatrices dans un triangle. Elles se coupent en un même point 
[image: image4.wmf]O

 : le centre du cercle circonscrit.

5. [image: image453.png]K=
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Médiane d’un triangle

Une médiane d’un triangle est le segment de droite joignant un sommet au milieu du côté opposé.

Il y a trois médianes dans un triangle qui se coupent en un même point 
[image: image5.wmf]G

 : le centre de gravité du triangle. Celui-ci est toujours intérieur au triangle.

6. Bissectrice intérieure d’un triangle

[image: image454.png]



Une bissectrice intérieure d’un triangle est la bissectrice d’un de ses angles.

Il y a trois bissectrices intérieures dans un triangle. Elles se coupent en un même point 
[image: image6.wmf]I

 : le centre du cercle inscrit au triangle.

7. Bissectrice extérieure d’un triangle

Une bissectrice extérieure d’un triangle est la bissectrice d'un des angles formés par un côté et le prolongement d'un autre côté.

THÉORÈMES

8. Théorème de Thalès

[image: image455.png]


Un faisceau de droites parallèles détermine sur des sécantes des segments homologues proportionnels.
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9. Réciproque du théorème de Thalès

Si une droite partage en segments proportionnels les côtés obliques d'un trapèze, cette droite est parallèle aux deux autres côtés.

10. Triangles égaux.

Deux triangles sont égaux s’ils ont soit

· un côté égal compris entre deux angles homologues égaux ;

· un angle égal compris entre deux côtés homologues égaux ;

· trois côtés homologues égaux .

En outre, deux triangles rectangles sont égaux s’ils ont soit

· l’hypoténuse égale et un côté de l’angle droit égal ;

· l’hypoténuse égale et un angle aigu égal.

11. Triangles semblables.

Définition

Deux triangles sont semblables s’ils ont les angles égaux chacun à chacun et les côtés proportionnels.

Cas de similitude

Deux triangles sont semblables s’ils ont soit

· deux angles homologues égaux ;

· un angle égal compris entre deux côtés proportionnels ;

· les trois côtés homologues proportionnels.

12. Parallèles et sécante

Deux parallèles coupées par une sécante forment

· des angles alternes internes égaux ;

· des angles alternes externes égaux ;

· des angles correspondants égaux.

13. Réciproque

Si deux droites coupées par une sécante forment

· soit des angles alternes internes égaux ;

· soit des angles alternes externes égaux ;

· soit des angles correspondants égaux,

ces deux droites sont parallèles.

14. Angles inscrits

Deux angles inscrits dans un cercle interceptant le même arc sont égaux.

L'amplitude d'un angle centre est le double de l'amplitude d'un angle inscrit interceptant le même arc.

Un triangle rectangle est inscriptible dans un demi-cercle et réciproquement, tout triangle inscrit dan un demi-cercle est rectangle.

15. Segment de droite joignant les milieux de deux côtés d'un triangle 

Le segment de droite joignant les milieux de deux côtés d'un triangle est parallèle au troisième et en vaut la moitié.

16. Quadrilatères

La somme des angles opposés d'un quadrilatère convexe inscrit dans un cercle vaut 180° et réciproquement, tout quadrilatère convexe dont la somme des angles opposés vaut 180° est inscriptible dans un cercle.

Les angles opposés d'un quadrilatère croisé inscrit dans un cercle sont égaux et réciproquement, tout quadrilatère croisé dont les angles opposés sont égaux est inscriptible dans un cercle.

17. [image: image456.png]


Théorème de Pythagore.

Dans un triangle rectangle, le carré de l’hypoténuse est égal à la somme des carrés des deux autres côtés : 
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18. Réciproque du théorème de Pythagore.

Si dans un triangle, le carré d'un côté est égal à la somme des carrés des deux autres côtés, ce triangle est rectangle et son hypoténuse est le premier côté. 
19. Nombres trigonométriques dans le triangle rectangle.
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20. Théorème de Pythagore généralisé

Dans tout triangle, on a
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21. Relation aux sinus

Dans tout triangle, on a


[image: image19.wmf]sinsinsin

BCACAB

ABC

==


B. SURFACES PLANES

22. Périmètre du triangle de côtés a, b et c
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23. Aire du parallélogramme de base b et de hauteur h
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24. Aire du triangle de base b et de hauteur h
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25. Aire du trapèze de bases B, b et de hauteur h
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26. Périmètre du rectangle de longueur L et de largeur l
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27. Aire du rectangle de longueur L et de largeur l
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28. Longueur du cercle de rayon R
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si 
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 représente la longueur du diamètre.

29. Aire du disque de rayon R
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C. SOLIDES

30. Volume du cube d’arête a
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31. Volume du parallélépipède rectangle dont les arêtes mesurent respectivement a, b et c

[image: image30.wmf]..
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32. Volume du prisme à base carrée de côté a et de hauteur h
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33. Volume de la pyramide à base carrée de côté a et de hauteur h

[image: image32.wmf]
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34. Volume du cylindre dont le rayon de la base vaut r et la hauteur h

[image: image34.wmf]2

VRh

=p


35. Volume du cône dont le rayon de la base vaut r et la hauteur h
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36. Volume du tronc de cône dont les rayons des bases valent R et r et la hauteur h
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37. Volume de la sphère de rayon R
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Chapitre 2 :  Exercices

D. EXERCICES DE GÉOMÉTRIE

Des énoncés d’exercices sont repris ci-dessous. Dans chacun des cas, il y a lieu de dessiner la figure correspondante et d’écrire l’hypothèse et la thèse. La démonstration ne sera faite que lorsque les circonstances le permettent.

1. La bissectrice intérieure d’un angle d’un triangle coupe le côté opposé en segments additifs proportionnels aux côtés adjacents (Premier théorème de la bissectrice). Faire la figure ; écrire l’hypothèse et la thèse.
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[image: image38.wmf]µ

µ

12

AA

=


T : 
[image: image39.wmf]BIAB

ICAC

=


D : 

· Par le sommet 
[image: image40.wmf]C

, traçons la parallèle à la bissectrice 
[image: image41.wmf]AI

. Soit 
[image: image42.wmf]Z

 l'intersection de cette parallèle avec la droite 
[image: image43.wmf]AB

. Appliquons le théorème de Thalès au triangle 
[image: image44.wmf]CZB

. Il vient
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· Le triangle 
[image: image46.wmf]CAZ

est isocèle.
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 (angles alternes-internes formés par les parallèles 
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 et 
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 coupées par la sécante 
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(par hypothèse)
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 (angles correspondants formés par les parallèles 
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 et 
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 coupées par la sécante 
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Donc 
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· La proportion (1) s'écrit donc


[image: image58.wmf]BIBA

ICAC

=


c.q.f.d.
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La bissectrice extérieure d’un angle d’un triangle coupe le côté opposé en segments soustractifs proportionnels aux côtés adjacents (Deuxième théorème de la bissectrice). Faire la figure ; écrire l’hypothèse et la thèse.
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La démonstration est en tous points semblable à la précédente.

3. [image: image459.png]


La somme des carrés de deux côtés d’un triangle est égale à deux fois le carré de la médiane correspondant au troisième côté augmenté de deux fois le carré de la moitié de ce troisième côté (Premier théorème de la médiane). Faire la figure ; écrire l’hypothèse et la thèse.
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D : En vertu du théorème du carré d'un côté d'un triangle, on a :
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Par addition membre à membre, on obtient :
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Donc
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c.q.f.d.

4. La différence des carrés de deux côtés d’un triangle est égale à deux fois le produit du troisième côté par la projection de la médiane correspondant à ce troisième côté sur celui-ci (Deuxième théorème de la médiane). Faire la figure ; écrire l’hypothèse et la thèse.
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D : En vertu du théorème du carré d'un côté d'un triangle, on a :
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Par différence membre à membre, on obtient
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et puisque
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5. On trace la hauteur AH d’un triangle ABC. Soit O le centre du cercle circonscrit à ce triangle et E le point du cercle diamétralement opposé à A. Faire la figure ; écrire l’hypothèse et la thèse en exprimant que les triangles ABE et AHC sont semblables.
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H : Le triangle ABC est inscrit dans le cercle de centre O.
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T : Les triangles 
[image: image82.wmf]AHC

 et ABE sont semblables.

D : dans le triangle ABE, on a :

· 
[image: image83.wmf]ˆ
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 (angle inscrit dans un demi-cercle);

· 
[image: image84.wmf]ˆ
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 intercepte l'arc 
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Dans le triangle AHC, on a :

· 
[image: image86.wmf]ˆ
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 (par hypothèse);

· 
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 intercepte l'arc 
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· 
[image: image89.wmf]ˆˆ
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· 
[image: image90.wmf]ˆ
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 (angles inscrits interceptant le même arc).

Les triangles AHC et ABE ont donc deux angles égaux chacun à chacun et sont donc semblables.

6. La tangente commune intérieure à deux cercles tangents divise une tangente commune extérieure en deux segments dont le produit est égal au produit des rayons. Faire la figure ; écrire l’hypothèse et la thèse.

On considère donc deux cercles de centres respectifs O et O' et tangents extérieurement en X. Les points de tangence de la tangente commune extérieure et des cercles sont respectivement T et T'. Cette tangente coupe la tangente commune intérieure en Y.
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[image: image91.wmf]'

OTTT

^



 
[image: image92.wmf]'''

OTTT

^


T : 
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D : Traçons les segments
[image: image94.wmf][

]
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 et 
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· Le quadrilatère 
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 est inscriptible parce que les angles opposés en X et en T sont droits. 

Dès lors  : 
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· Considérons les triangles 
[image: image100.wmf]XOT

 et 
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XYT

. Le premier est isocèle parce que deux de ses côtés sont des rayons, le second l'est parce que les tangentes issues d'un point extérieur à un cercle sont égales. Ces deux triangles ont donc un angle égal compris entre des côtés proportionnels et sont semblables. Il en résulte
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· Considérons les triangles 
[image: image103.wmf]XYT

 et 
[image: image104.wmf]''

XOT

. Le premier est isocèle parce que les tangentes issues d'un point extérieur à un cercle sont égales ; le second l'est parce que deux de ses côtés sont des rayons. Ces deux triangles ont donc un angle égal compris entre des côtés proportionnels et sont semblables. Il en résulte
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· Des deux relations précédentes, on déduit que


[image: image106.wmf]'

TO

TY

=
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7. On considère un triangle ABC, un point O situé sur le côté 
[image: image109.wmf][

]
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 et un point M situé sur le segment 
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. Par O, on trace la parallèle à CM qui coupe en C’ la parallèle à OA menée par C. La parallèle à MB menée par O coupe en B’ la parallèle à OA menée par B. Démontrer que BC et B’C’ sont parallèles. Faire la figure ; écrire l’hypothèse et la thèse.
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H : 
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D :

· Dans le quadrilatère 
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, on a  :


[image: image118.wmf]'//

OBMB

    (H)


[image: image119.wmf]//'

AOBB

    (H)

Ce quadrilatère a donc les côtés parallèles deux à deux; c'est donc un parallélogramme, ce qui entraîne
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· De même, dans le quadrilatère 
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, on a  :
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Ce quadrilatère a donc les côtés parallèles deux à deux; c'est donc un parallélogramme, ce qui entraîne
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des égalités (1) et (2), on déduit que 
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· Le quadrilatère 
[image: image127.wmf]''
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 a deux côtés (
[image: image128.wmf][

]

'

BB

 et 
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) opposés égaux (voir ci-dessus) et parallèles (par hypothèse); c'est donc un parallélogramme et les deux autres côtés sont donc parallèles : 
[image: image130.wmf]''//
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c.q.f.d.
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Dans un triangle ABC, on joint le sommet A au milieu K de la médiane issue de B. La droite AK coupe le côté 
[image: image131.wmf][
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en un point D tel que 
[image: image132.wmf].
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 Faire la figure ; écrire l’hypothèse et la thèse.
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T : 
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D : Par le milieu E, du côté 
[image: image136.wmf][
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, traçons la parallèle à AK qui coupe BC en F. 

· La projection parallèle de [BE] sur BC parallèlement à AK permet d'affirmer que 
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.

· De même, la projection parallèle de AC sur BC parallèlement à AK permet d'affirmer que 
[image: image138.wmf]DFFC
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.

· Il en résulte que 
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9. [image: image465.png]


On considère un triangle 
[image: image140.wmf]ABC

 et un point 
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 intérieur au triangle. Soient 
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[image: image143.wmf]N

 et 
[image: image144.wmf]P

 les milieux respectifs de 
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, 
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 et 
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. On désigne par 
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, 
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 et 
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 les images respectives de 
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 par les symétries centrales de centres 
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, 
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 et 
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. Démontrer que les droites 
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 sont concourantes. Faire la figure ; écrire l’hypothèse et la thèse.
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T : 
[image: image161.wmf]'

AA

, 
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 et 
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 sont concourantes.

D : 

· Dans le triangle C'OB', on a : P est le milieu du segment 
[image: image164.wmf][

]

'
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 et N est le milieu du segment 
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. Dès lors 
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· Dans le triangle ABC, P est le milieu du segment 
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 et N celui du segment 
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. Dès lors 
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· De ces deux relations, il résulte que 


[image: image170.wmf]''

BCCB

=

uuuruuuuur


· Le quadrilatère 
[image: image171.wmf]''

BCBC

est donc un parallélogramme dont les diagonales 
[image: image172.wmf][

]

'

BB

 et 
[image: image173.wmf][

]

'

CC

 se coupent en leurs milieux.

· On démontre de même que le quadrilatère 
[image: image174.wmf]''

ABAB

 est un parallélogramme dont les diagonales 
[image: image175.wmf][

]

'

AA

 et 
[image: image176.wmf][

]

'

BB

 se coupent en leurs milieux.

· Les trois droites 
[image: image177.wmf]'

AA

, 
[image: image178.wmf]'

BB

 et 
[image: image179.wmf]'

CC

 sont concourantes.

c.q.f.d.

10. On donne un triangle ABC, la médiane [BM] et le milieu N de cette médiane. Démontrer que AN coupe BC en un point D tel que 
[image: image180.wmf]2.

DCBD

=

uuuruuur


[image: image466.png]



H : 
[image: image181.wmf]AMMC

=

uuuuruuuur




[image: image182.wmf]BNNM

=

uuuruuuur


T : 
[image: image183.wmf]2

DCBD

=

uuuruuur


D : Par 
[image: image184.wmf]M

, traçons la parallèle à la droite 
[image: image185.wmf]AD

, qui coupe la droite 
[image: image186.wmf]BC

 en 
[image: image187.wmf]X

.

Dans le triangle 
[image: image188.wmf]MBX

, on a

· 
[image: image189.wmf]//

NDMX

 (par construction)

· 
[image: image190.wmf]BNNM

=

uuuruuuur

 (par hypothèse)

ce qui entraîne 


[image: image191.wmf]BDDX

=

uuuruuuur


(Dans un triangle, la droite qui passe par le milieu d'un côté et qui est parallèle à un deuxième côté, coupe le troisième en son milieu).

Dans le triangle 
[image: image192.wmf]ADX

, on a

· 
[image: image193.wmf]//

ADMX

 (par construction)

· 
[image: image194.wmf]AMMC

=

uuuuruuuur

 (par hypothèse)

ce qui entraîne 


[image: image195.wmf]DXXC

=

uuuuruuur


Dès lors


[image: image196.wmf]BDDXXC

==

uuuruuuuruuur


et


[image: image197.wmf]2

DCDXXCBD

=+=

uuuruuuuruuuruuur


c.q.f.d.

11. On donne un quadrilatère ABCD. Démontrer que les segments obtenus en joignant les milieux des côtés opposés et les milieux des diagonales se coupent en leurs milieux.

[image: image467.png]


H : 
[image: image198.wmf]AMMB

=

uuuuruuur



[image: image199.wmf]BNNC

CPPD

DQQA

ASSC

DRRB

=

=

=

=

=

uuuruuur

uuuruuur

uuuruuur

uuuruuur

uuuruuur


T : Les droites 
[image: image200.wmf]RS

, 
[image: image201.wmf]QN

 et 
[image: image202.wmf]MP

 sont concourantes.

D : 

· Le segment 
[image: image203.wmf][

]

QM

 joint les milieux de deux côtés du triangle 
[image: image204.wmf]ADB

. Donc


[image: image205.wmf]2

DBQM

=

uuuruuuur


· Le segment 
[image: image206.wmf][

]

PN

 joint les milieux de deux côtés du triangle 
[image: image207.wmf]CDB

. Donc


[image: image208.wmf]2

DBPN

=

uuuruuur


et


[image: image209.wmf]QMPN

=

uuuuruuur


· Le quadrilatère 
[image: image210.wmf]MNPQ

 est donc un parallélogramme et ses diagonales 
[image: image211.wmf][

]

MP

 et 
[image: image212.wmf][

]

QN

 se coupent en leurs milieux.

· Le segment 
[image: image213.wmf][

]

QS

 joint les milieux de deux côtés du triangle 
[image: image214.wmf]ADC

. Donc


[image: image215.wmf]2

DCQS

=

uuuruuur


· Le segment 
[image: image216.wmf][

]

RN

 joint les milieux de deux côtés du triangle 
[image: image217.wmf]CDB

. Donc


[image: image218.wmf]2

DCRN

=

uuuruuur


et


[image: image219.wmf]QSRN

=

uuuruuur


· Le quadrilatère 
[image: image220.wmf]QSNR

 est donc un parallélogramme et ses diagonales 
[image: image221.wmf][

]

RS

 et 
[image: image222.wmf][

]

QN

 se coupent en leurs milieux.

Du fait qu'un segment n'a qu'un seul milieu, on déduit de ce qui précède que les trois droites 
[image: image223.wmf]RS

, 
[image: image224.wmf]QN

 et 
[image: image225.wmf]MP

 sont concourantes

12. Dans le plan, on considère trois points 
[image: image226.wmf]A

, 
[image: image227.wmf]B

 et 
[image: image228.wmf]C

 non alignés et 
[image: image229.wmf]'

A

 projection orthogonale de 
[image: image230.wmf]A

 sur 
[image: image231.wmf]BC

, 
[image: image232.wmf]'

B

 projection orthogonale de 
[image: image233.wmf]B

 sur 
[image: image234.wmf]AC

 et 
[image: image235.wmf]'

C

 projection orthogonale de 
[image: image236.wmf]C

 sur 
[image: image237.wmf]BA

. Montrer que 
[image: image238.wmf]'

AA

 est bissectrice de l’angle 
[image: image239.wmf]ˆ

'''

CAB

. 

[image: image468.png]


H : 
[image: image240.wmf]'

AABC

^



[image: image241.wmf]'

'

BBAC

CCAB

^

^


T : 
[image: image242.wmf]¶

¶

12

''

AA

=


D : 

· Le quadrilatère 
[image: image243.wmf]''

AHBC

 est inscriptible du fait qu'il possède deux angles opposés droits (
[image: image244.wmf]µ

'

A

 et 
[image: image245.wmf]µ

'

B

). On a


[image: image246.wmf]¶

µ

11

'

AC

=


(angles inscrits interceptant le même arc).

· Le quadrilatère 
[image: image247.wmf]''

AHCB

 est inscriptible du fait qu'il possède deux angles opposés droits (
[image: image248.wmf]µ

'

A

 et 
[image: image249.wmf]µ

'

C

). On a


[image: image250.wmf]¶

µ

21

'

AB

=


(angles inscrits interceptant le même arc).

· Le quadrilatère croisé 
[image: image251.wmf]''

BCCB

 est inscriptible du fait qu'il possède deux angles opposés droits (
[image: image252.wmf]µ

'

A

 et 
[image: image253.wmf]µ

'

C

). On a


[image: image254.wmf]µ

µ

11

CB

=


(angles inscrits interceptant le même arc).

· Des trois égalités angulaires ci-dessus, on déduit sans peine


[image: image255.wmf]¶

¶

12

''

AA

=


c.q.f.d.

13. [image: image469.png]


On considère deux cercles 
[image: image256.wmf]C

 et 
[image: image257.wmf]'

C

 de même rayon et tangents extérieurement en 
[image: image258.wmf]I

. Une droite 
[image: image259.wmf]d

 passant par 
[image: image260.wmf]I

 coupe 
[image: image261.wmf]C

 en 
[image: image262.wmf]A

 et 
[image: image263.wmf]'

C

 en 
[image: image264.wmf]'

A

. Une autre droite 
[image: image265.wmf]'

d

 passant également par 
[image: image266.wmf]I

 coupe 
[image: image267.wmf]C

 en 
[image: image268.wmf]B

 et 
[image: image269.wmf]'

C

 en 
[image: image270.wmf]'

B

. Démontrer que le quadrilatère 
[image: image271.wmf]''

ABAB

 est un parallélogramme.

H : 

[image: image272.wmf](,)

COr




[image: image273.wmf]'(',)

COr


T : 

[image: image274.wmf]''

ABAB

 est un parallélogramme.

D : 
[image: image275.wmf]I

 est un centre de symétrie de la figure, donc du quadrilatère 
[image: image276.wmf]''

ABAB

. Dès lors, celui-ci est un parallélogramme.

14. [image: image470.png]J




On considère un parallélogramme de centre 
[image: image277.wmf]O

. Soient 
[image: image278.wmf]I

 et 
[image: image279.wmf]J

 les projections orthogonales de 
[image: image280.wmf]A

 et 
[image: image281.wmf]C

 sur 
[image: image282.wmf]BD

, 
[image: image283.wmf]K

 et 
[image: image284.wmf]L

 celles de 
[image: image285.wmf]B

 et 
[image: image286.wmf]D

 sur
[image: image287.wmf]AC

. Démontrer que 
[image: image288.wmf]IJKL

 est un parallélogramme.

H : 

[image: image289.wmf]ABDC

=

uuuruuur



[image: image290.wmf]()

()

()

()

DB

DB

AC

AC

pAI

pCJ

pBL

pDK

=

=

=

=



T : 

[image: image291.wmf]IKJL

 est un parallélogramme.

D : La projection orthogonale conserve l'égalité vectorielle. 
[image: image292.wmf]ABDC

=

uuuruuur

 entraîne donc


[image: image293.wmf]DJIB

=

uuuruur

 et 
[image: image294.wmf]ABDC

=

uuuruuur


d'où


[image: image295.wmf]DJJIIBJI

+=+

uuuruuruuruur


ou


[image: image296.wmf]DIJB

=

uuuruur


Mais 


[image: image297.wmf]DOOB

=

uuuruuur


(Les diagonales d'un parallélogramme se coupent en leurs milieux).

et par différence membre à membre


[image: image298.wmf]DODIOBJB

-=-

uuuruuuruuuruur


et enfin


[image: image299.wmf]IOOJ

=

uuruuur


· De la même façon, on montre que 


[image: image300.wmf]KOOL

=

uuuruuur


Les diagonales du quadrilatère 
[image: image301.wmf]IKJL

 se coupent en leurs milieux et celui-ci est un parallélogramme.

c.q.f.d.

15. [image: image471.png]H,‘u




On considère un quadrilatère 
[image: image302.wmf]ABCD

 non croisé dont les diagonales se coupent en 
[image: image303.wmf]I

. La parallèle à 
[image: image304.wmf]BC

 passant par 
[image: image305.wmf]I

 coupe 
[image: image306.wmf]AB

 en M. La parallèle à DC passant par I coupe AD en N. Démontrer que MN est parallèle à DB.

H : 
[image: image307.wmf]//

MIBC



[image: image308.wmf]//

NIDC


T : 
[image: image309.wmf]//

MNDB


D :

· Le théorème de Thalès appliqué au triangle 
[image: image310.wmf]ABC

 coupé par la droite 
[image: image311.wmf]MI

 parallèle à 
[image: image312.wmf]BC

 permet d'écrire :


[image: image313.wmf]AMAI

MBIC

=


· Le théorème de Thalès appliqué au triangle 
[image: image314.wmf]ADC

 coupé par la droite 
[image: image315.wmf]NI

 parallèle à 
[image: image316.wmf]DC

 permet d'écrire :


[image: image317.wmf]ANAI

NDIC

=


· Ces deux proportions entraînent 


[image: image318.wmf]AM

MB

=
[image: image319.wmf]AN

ND


· La réciproque du théorème de Thalès appliquée au triangle 
[image: image320.wmf]ADB

 implique que 
[image: image321.wmf]MN

 est parallèle à 
[image: image322.wmf]DB


c.q.f.d.

16. [image: image472.png]


On considère un parallélogramme ABCD de centre O. Les points A’ et C’ sont choisis tels que BD soit la médiatrice des segments AA’ et CC’. Montrer que AC = A’C’. Quelle est la nature du quadrilatère AA’CC’ ?

H : 

[image: image323.wmf]ABDC

=

uuuruuur




[image: image324.wmf][

]

[

]

'

'

DBAA

DBCC

médiatrice de 

médiatrice de 


T : 
[image: image325.wmf][

]

[

]

''

ACAC

=



Nature du quadrilatère AA’CC’ ?

D : Pour que la droite 
[image: image326.wmf]DB

 soit la médiatrice du segment 
[image: image327.wmf][

]

'

AA

, il faut et il suffit que 
[image: image328.wmf]'

A

 soit l'image de 
[image: image329.wmf]A

 par la symétrie orthogonale d'axe 
[image: image330.wmf]DB

. De même, 
[image: image331.wmf]'

C

 est l'image de 
[image: image332.wmf]C

 par la même symétrie. Le segment 
[image: image333.wmf][

]

''

AC

est donc l'image du segment 
[image: image334.wmf][

]

AC

 part la symétrie précitée. Dès lors, ces segments sont égaux (isométriques).


Le quadrilatère AA’CC’ est un rectangle parce que ses diagonales sont égales et se coupent en leurs milieux. En effet, 
[image: image335.wmf]O

est le milieu de la diagonale 
[image: image336.wmf][

]

AC

 du parallélogramme initial. Puisque les symétries conservent le milieu, 
[image: image337.wmf]O

est aussi le milieu de la diagonale 
[image: image338.wmf][

]

''

AC

.

17. [image: image473.png]N1



On considère un triangle quelconque ABC. Soit A’ le milieu du côté 
[image: image339.wmf][

]

BC

, B' la projection orthogonale de B sur AA’ et C' la projection orthogonale de C sur AA’. Quelle est la nature du quadrilatère
[image: image340.wmf]''

BBCC

’ ?

H : 

[image: image341.wmf]''

BAAC

=

uuuruuuur




[image: image342.wmf]''

'

CCAA

BBAA

^

^


T :
 Nature du quadrilatère
[image: image343.wmf]''

BBCC

’ ?

D : Ce quadrilatère est un parallélogramme parce que ses diagonales se coupent en leurs milieux. En effet :

· 
[image: image344.wmf]'

A

 est le milieu de 
[image: image345.wmf][

]

BC

 par hypothèse.

· 
[image: image346.wmf]'

A

 est aussi le milieu de 
[image: image347.wmf][

]

''

BC

 parce qu'il s'agit de la projection orthogonale de vecteurs égaux sur une même droite.

c.q.f.d.

18. [image: image474.png]Figure 1.



On trace les diagonales 
[image: image348.wmf][

]

AC

 et 
[image: image349.wmf][

]

BD

 d’un trapèze 
[image: image350.wmf]ABCD

. Elles se coupent en 
[image: image351.wmf]E

. La parallèle aux bases menée par 
[image: image352.wmf]E

 coupe les côtés obliques en 
[image: image353.wmf]F

 et 
[image: image354.wmf]G

. Construire la figure, écrire l’hypothèse et la thèse et constater que
[image: image355.wmf]FEEG

=

.

H : 
[image: image356.wmf]////

ABDCFG


T : 
[image: image357.wmf]FEEG

=


D : 

· Les triangles 
[image: image358.wmf]ADB

 et 
[image: image359.wmf]FDE

 sont semblables. Donc 


[image: image360.wmf]ADBDAB

FDEDFE

==


· Les triangles 
[image: image361.wmf]ACB

 et 
[image: image362.wmf]CGE

 sont semblables. Donc 


[image: image363.wmf]ACBCAB

CECGEG

==


· Le théorème de Thalès appliqué au faisceau de parallèles 
[image: image364.wmf]////

ABDCFG

 permet d'écrire


[image: image365.wmf]ADAC

FDCE

=


· La comparaison des trois égalités précédentes permet de conclure que


[image: image366.wmf]AB

FE

=
[image: image367.wmf]AB

EG


et donc que


[image: image368.wmf]FEEG

=


c.q.f.d.

19. [image: image475.png]


Dans un triangle ABC, on mène par un point quelconque D du côté [AB], le segment [DE] parallèle à [AC], puis [EF] parallèle à [AB], [FG] parallèle à [BC], [GH] parallèle à [AC], [HI] parallèle à [AB]. Démontrer que [DI] est parallèle à [BC].

H : 
[image: image369.wmf]//

DECA



[image: image370.wmf]//

//

//

//

EFAB

FGBC

GHCA

HIAB


T : 
[image: image371.wmf]//

DIBC


D : 

Puisque 
[image: image372.wmf]//

DECA

, le théorème de Thalès appliqué au triangle ABC permet d'écrire


[image: image373.wmf]BDBA

BEBC

=


Les autres hypothèses entraînent de même


[image: image374.wmf]BEBC

FACA

FACA

AGAB

AGAB

HCBC

HCBC

ICCA

=

=

=

=


Par multiplication membre à membre de ces cinq égalités et après simplification, on trouve


[image: image375.wmf]BDBA

ICCA

=


La réciproque du théorème de Thalès appliquée au triangle ABC permet d'affirmer que les droites DI et BC sont parallèles.

c.q.f.d.

20. [image: image476.png]7



Si une droite est parallèle à la médiane 
[image: image376.wmf][

]

AD

 d’un triangle, les segments qu’elle détermine sur les droites AB et AC, comptés à partir du sommet A sont proportionnels aux côtés.

H : 
[image: image377.wmf]BDDC

=



[image: image378.wmf]
T : 
[image: image379.wmf]AEBA

AFAC

=


D :

Le théorème de Thalès appliqué au triangle EBG permet d'écrire


[image: image380.wmf]BABD

AEDG

=


Le théorème de Thalès appliqué au triangle CAD permet d'écrire


[image: image381.wmf]ACDC

AFDG

=


Compte tenu du fait que 
[image: image382.wmf]BDDC

=

, les seconds membres de ces deux égalités sont les mêmes et les premiers membres sont égaux. Il en résulte 


[image: image383.wmf]BAAC

AEAF

=


ou


[image: image384.wmf]AEBA

AFAC

=


c.q.f.d.

E. CONSTRUCTIONS

1. [image: image477.png]


On donne un triangle ABC et un point Q du côté ]AB[. Déterminer un P de AC tel que , M étant le point d’intersection de BC  et PQ, M soit le milieu de [PQ].

Dans le triangle à construire 
[image: image385.wmf]AQP

, M est le milieu d'un côté indéterminé 
[image: image386.wmf][

]

PQ

. Le seul côté connu est 
[image: image387.wmf][

]

AQ

. Soit R son milieu.

On sait que la droite RM est parallèle au troisième côté 
[image: image388.wmf][

]

AP

. Il suffit donc

· de construire R, milieu de 
[image: image389.wmf][

]

AQ

;

· par R, de tracer la parallèle à la droite 
[image: image390.wmf]AC

 qui coupera la droite 
[image: image391.wmf]BC

 en M;

· de tracer la droite 
[image: image392.wmf]QM

 qui coupera la droite 
[image: image393.wmf]AC

 en P.

2. [image: image478.png]


On donne la base BC d’un triangle ABC. Construire le sommet A si l’on connaît la longueur de la médiane issue de A et celle de la hauteur issue de A.

Le sommet 
[image: image394.wmf]A

 se trouve sur un cercle dont le centre est le milieu du segment 
[image: image395.wmf][

]

BC

 et le rayon 
[image: image396.wmf]m

 (longueur de la médiane).

Il se trouve aussi sur une des parallèles à 
[image: image397.wmf][

]

BC

 situées à la distance 
[image: image398.wmf]h

 de la droite 
[image: image399.wmf]BC

. Ceci signifie qu'il y aura 4, 2 ou 0 solutions suivant que 
[image: image400.wmf]m

 est supérieur, égal ou inférieur à 
[image: image401.wmf]h

.

3. Construire la quatrième proportionnelle à trois longueurs données.

[image: image479.png]



Il s'agit d'une application directe du théorème de Thalès appliqué au triangle.

On donne donc trois longueurs 
[image: image402.wmf]a

, 
[image: image403.wmf]b

 et 
[image: image404.wmf]c

. Il s'agit de trouver une longueur 
[image: image405.wmf]x

 telle que


[image: image406.wmf]ac

bx

=


Pour ce faire, traçons un angle quelconque et portons sur un de ses côtés les longueurs 
[image: image407.wmf]a

 et 
[image: image408.wmf]b

, ce qui permet de déterminer les points 
[image: image409.wmf]A

 et 
[image: image410.wmf]B

. Portons sur l'autre côté la longueur 
[image: image411.wmf]c

, ce qui permet de déterminer le point 
[image: image412.wmf]C

. Traçons 
[image: image413.wmf]AC

 et, par 
[image: image414.wmf]B

, la parallèle à 
[image: image415.wmf]AC

 qui coupe le second côté de l'angle en 
[image: image416.wmf]X

. La longueur 
[image: image417.wmf]CX

 est la longueur cherchée.

4. [image: image480.png]


[image: image481.png]


Construire la section du cube 
[image: image418.wmf]ABCDEFGH

dessiné ci-dessous par le plan 
[image: image419.wmf]FHC

pour la figure de gauche et par le plan 
[image: image420.wmf]XYZ

pour la figure de droite.

5. Construire la section du cube 
[image: image421.wmf]ABCDEFGH

dessiné ci-dessous 

· par le plan 
[image: image422.wmf]TUV

pour la figure de gauche sachant que les points 
[image: image423.wmf],

TU

 et 
[image: image424.wmf]V

 sont les milieux respectifs des arêtes sur lesquelles il s trouvent

· [image: image482.png]Figure 9.



[image: image483.png]Figure 10.



et par le plan 
[image: image425.wmf]XFC

pour la figure de droite sachant que 
[image: image426.wmf]X

 est le milieu de l'arête 
[image: image427.wmf][

]

EH

.

F. EXERCICES DIVERS

1. [image: image484.png]o



Un vivier de 8 m de long se termine par deux faces de forme trapézoïdale isocèle. La base inférieure du trapèze mesure 4 m et la base supérieure 6 m, la hauteur 3 m. Combien de litres d’eau contient ce vivier lorsqu’il est rempli aux deux tiers de sa hauteur ?

Il s'agit d'abord de calculer l'aire d'un trapèze dont la petite base mesure 4 m, la hauteur 2 m et dont il faut déterminer la longueur de la grande base.

Puisque le trapèze est isocèle, il est évident que le segment 
[image: image428.wmf][
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AC

 mesure 1 m.

Les triangles ABC et FKB sont semblables dans le rapport 
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. Il en résulte que le segment 
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 mesure 
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 m et que le segment 
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L'aire du trapèze dont question plus haut vaut donc 
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et le volume de l'eau du vivier
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Un garçon se trouve à 4 m d’un poteau d’éclairage de 5 m de haut. Calculer la longueur de l’ombre du garçon sachant qu’il mesure 1,5 m.

Il s'agit de trouver la longueur du segment 
[image: image438.wmf][
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BA

 de la figure ci-contre. En vertu du théorème de Thalès appliqué au triangle, on a
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ce qui entraîne
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et
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L'ombre du garçon mesure donc 1,2 m.

3. Pour être le plus efficace, un panneau solaire doit être perpendiculaire aux rayons du soleil. Si ceux-ci forment un angle de 60° avec l’horizontale, déterminer l’angle formé par le panneau et l’horizontale pour obtenir une efficacité maximale. Déterminer, dans ce cas, la différence de hauteur entre le point le plus élevé et le point le plus bas du panneau sachant que celui-ci a une longueur de 3 m.

4. Un réservoir d’eau a la forme d’un cône circulaire droit renversé. Sa hauteur mesure 4 m et le rayon de sa base 2 m. On le remplit petit à petit. Quel volume d’eau aura-t-on lorsque celle-ci atteint une hauteur de 1 m.

5. Un silo a la forme d’un cylindre droit surmonté d’une demi-sphère. La hauteur du cylindre mesure 15 m et le périmètre de la base 9 m. Représenter schématiquement ce silo et calculer son volume.

6. Les pyramides égyptiennes sont des pyramides régulières, souvent à base carrée. La plus grande d’entre elles, celle de Khéops a une hauteur de 140 m et le côté de la base mesure 140 m. Faire un schéma. Calculer la hauteur et un côté oblique d’une face latérale de cette pyramide, ainsi que l’angle entre la base et un des faces latérales. Déterminer le volume de la pyramide, puis la masse de matériaux utilisés en supposant la pyramide pleine et la densité moyenne des matériaux de 20.

G. EXERCICES SUR LES LONGUEURS

1. Déterminer la profondeur d’un puits de 1,5 m de diamètre sachant qu’un observateur situé à 80 cm du bord n’aperçoit qu’une extrémité du fond du puits alors que son œil se trouve à 2 m de hauteur.

2. On donne un triangle ABC dont les côtés mesurent respectivement 
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, 
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 et 
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. Une droite d parallèle à BC coupe AB en D et AC en E. Calculer la longueur du segment [AD] sachant que le périmètre du trapèze BDEC vaut 19 cm.

3. Considérant que la longueur de l’équateur est 40.000 km, déterminer la longueur du 36e parallèle.

4. Dans un trapèze isocèle, les bases mesurent respectivement 12 et 4 et la hauteur 3. Calculer les côtés égaux et les angles.

H. EXERCICES SUR LES AIRES

1. Une plaque de tôle rectangulaire a un périmètre de 60 cm. Le rapport des côtés est 
[image: image445.wmf]2

3

. Calculer les côtés, l’aire et la diagonale de la plaque.

2. Un conduit de cheminée en tôle a 119 mm de diamètre et 1 m de long. Quelle est l’aire de la plaque de tôle utilisée ?

3. Deux disques de rayon 4 cm sont centrés l’un sur la frontière de l’autre. Calculer l’aire de la partie commune.

4. Dans un trapèze rectangle, le côté oblique [CD] forme un angle de 30° avec la grande base [AD] et il est perpendiculaire à la petite diagonale [AC] qui mesure 12 m. Calculer l’aire du trapèze.

5. On considère un carré ABCD de 4 cm de côté et le carré AEFG tel que

· Son côté soit égal à la longueur de la diagonale du premier carré ;

· G soit situé sur la droite AD et E sur la droite AB ;

· Le second carré recouvre entièrement le premier.

On demande de calculer la différence entre les aires des deux carrés.

I. EXERCICES SUR LES VOLUMES

1. L’octaèdre régulier est un solide limité par huit triangles équilatéraux de côté a. Déterminer son aire totale et son volume.

2. Un verre gradué a la forme d’un tronc de cône. Les diamètres des bases sont 56 et 86 mm, la hauteur 135 mm. Quelle est la contenance du verre ?

3. Une niche est un parallélépipède rectangle surmonté d’une pyramide de même base carrée de côté 0,5  m et de hauteur 0,84 m. Le volume de l’ensemble est 0,23 m³. Quelle est la hauteur du parallélépipède ?
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