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2e partie : MATHÉMATIQUES FINANCIÈRES
A. Définitions

L'intérêt est l'indemnité que donne au propriétaire d'une somme d'argent celui qui en a joui pendant un certain temps.

Divers éléments interviennent dans le calcul de l'intérêt :

· Le capital est la somme d'argent prêtée ou placée.

· Le temps est la durée du placement.

· Le taux pour un est l'intérêt convenu pour un placement de 1 euro pendant un an.

Lors d'un placement ou d'un prêt, le prêteur et l'emprunteur fixent un certain nombre de conventions qui serviront de base au calcul de l'intérêt :

· Les échéances au bout desquelles les intérêts sont exigibles (doivent être payés) : tous les mois, tous les trois mois, tous les six mois, tous les ans, …

· Le taux pour un doit être précisé.

· L'intérêt produit par un capital est proportionnel au capital et au temps.

· L'intérêt est payé au prêteur ou est ajouté au capital : dans le premier cas, il s'agit d'intérêts simples; dans le second, d'intérêts composés.

On distingue en général deux sortes d'intérêts :

· L'intérêt simple est soit régulièrement perçu par le propriétaire du capital, soit ajouté au capital sans qu'il produise d'intérêt supplémentaire.
· L'intérêt composé s'ajoute au capital chaque année (ou à d'autres intervalles de temps fixés d'avance) pour produire lui aussi des intérêts (à un taux qui peut être différent de celui du placement initial).
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Les graphiques ci-dessus montrent clairement la différence entre les deux sortes d'intérêts (capital de 1.000 euros placé à 3 %) :

L'intérêt simple croît de façon linéaire (droite sur le graphique), tandis que l'intérêt composé croît de façon exponentielle (courbe d'au-dessus sur le graphique).

Notations


Le capital initial est noté C.


Le taux pour un est noté r.


La durée (temps) du placement est notée n. Il s'agit de l'espace de temps qui sépare deux échéances consécutives.

B. Intérêts simples

L'intérêt simple est proportionnel

· au capital placé

· à la durée du placement (exprimée en années)

· au taux.

Il en résulte que l’intérêt simple est donné par la formule
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La valeur acquise 
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est la valeur du capital et des intérêts après 
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années. Donc
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Exemple 

Supposons que l’on place un capital de 1.000 euros à intérêts simples pendant 10 ans au taux de 3 %. La valeur acquise de ce capital après chaque année peut s’écrire
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Il est donc clair que les différentes valeurs ainsi obtenues forment une progression arithmétique de premier terme 
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et de raison 
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C. Intérêts composés.

Un capital est placé à intérêts composés quand à la fin de chaque période de placement (1 an, 6 mois, 3 mois, 1 mois), les intérêts s’ajoutent au capital pour produire eux aussi des intérêts pendant les périodes qui suivent : les intérêts se  capitalisent à la fin de chaque période. Nous supposerons que les intérêts produisent des intérêts au même taux.

Exemple

Un capital de 1.000 euros est placé à intérêts composés au taux annuel de 3 % pendant 10 ans. La capitalisation se fait chaque année.

A la fin de la première année, le capital aura produit 30 euros d’intérêts et sera devenu 


[image: image8.wmf]1

C

=1.000 + 30 = 1.030

A la fin de la deuxième année, l’intérêt produit sera de 

1.030 x 0,03 = 30,90

La valeur acquise 
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 sera donc
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= 1.030 + 30,90 = 1.060,90

= 1.030 (1 + 0,03)

=1.000 (1 +0,03)²

…

Après 10 ans, la valeur acquise 
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 sera 


[image: image12.wmf]10

C

=1.000 (1 + 0,03)10 = 1.343,92

D’une manière générale, on peut écrire : 

A la fin de la première année : 
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A la fin de la deuxième année : 
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A la fin de la 
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Les valeurs 
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 forment une progression géométrique de premier terme 
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 et de raison 
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Dans ce qui précède, nous avons supposé que la période de placement du capital était une année. Il est évidemment possible de partir d’une période plus courte ou plus longue, un mois par exemple. Il faut alors modifier le raisonnement en conséquence.

D. Annuités

1. Définition


Une annuité est un payement annuel, au moyen duquel on constitue un capital ou on éteint sa dette, (intérêts et capital), au bout d'un certain nombre d'années.


Lorsque les versements sont mensuels, on parle de mensualités; s'ils sont trimestriels, on parle de trimestrialités et s'ils sont semestriels de semestrialités.


Les annuités permettent de résoudre certains problèmes de la vie courante.

2. Constitution d'un capital

Une personne désire se constituer un capital pour ses "vieux jours". Elle peut le faire de deux manières :

· Verser régulièrement (tous les ans par exemple) une certaine somme (que nous supposerons toujours la même pour simplifier les calculs). La question est de savoir combien elle recevra le jour de ses soixante ans.

· Souhaiter recevoir une certaine somme le jour de ses soixante ans, par exemple 100.000 euros. La question est de savoir combien elle devra payer chaque mois.

Exemple 1

Monsieur Lejeune verse le 31 décembre de chaque année pendant vingt ans une somme de 500 euros. Le premier versement a lieu le 31 décembre 2002. Quel montant touchera-t-il le 31 décembre 2022 sachant que le taux est de 5 % ?

Chaque versement 
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 est devenu après 
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 années au taux 
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 :
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avec 
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 qui diminue chaque année de 1 unité. Ces différents montants forment donc une progression géométrique. Si on la commence par le dernier montant (qui, dans notre exemple, a porté intérêt pendant un an), cette progression a comme premier terme 
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 et comme raison 
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. Le capital constitué 
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 sera la somme des termes de cette progression géométrique. Puisqu'elle est formée de 
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 termes, le capital à recevoir s'élèvera à
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Dans l'exemple choisi, on obtient :
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Exemple 2


Monsieur Futur Levieu désire se constituer un capital de 100.000 euros à recevoir le jour de ses soixante ans. Il s'adresse à un organisme financier et demande à verser une certaine somme chaque année à partir de son quarantième anniversaire. Il verse donc au début de chaque année. Quel montant devra-t-il verser ?

Ce problème est exactement l'inverse du précédent. Le capital 
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 est connu; il y a lieu de déterminer la valeur de l'annuité 
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. En partant de la formule précédente et en tenant compte que le dernier versement a lieu le jour de son 59e anniversaire, il vient
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Monsieur Levieu devra donc verser chaque année
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Si les versements ont lieu à terme échu, le dernier versement aura lieu le jour de son 60e anniversaire et la formule précédente devient
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3. Emprunt remboursable par annuités - Amortissement d'un emprunt 

Une personne a besoin d'argent assez importante pour un achat bien précis, par exemple, pour fixer les idées, pour acheter une maison. Plusieurs solutions se présentent, mais en général, cette personne s'adressera à une banque et demandera les conditions d'obtention d'un emprunt. Dans ce qui suit, nous ne tiendrons pas compte des frais engendrés par la constitution du dossier, ni des frais de notaire, d'assurance-vie ou autres que ce genre d'opération entraîne. Notre objectif est simplement de savoir comment calculer le montant que l'emprunteur devra rembourser régulièrement. Nous supposerons aussi que les remboursements ont lieu chaque année. Les modifications en cas de remboursements plus rapprochés sont mineures et ne concernent que du calcul élémentaire, le raisonnement de base reste le même.

Il faut d'abord remarquer que les versements sont tous égaux et que chaque versement comprend deux parties :

· Les intérêts produits par le solde restant dû pendant la période considérée;

· Une partie du capital, appelée amortissement.

En général, le versement se fait à terme échu.

Il est évident que le montant de l'annuité devra être supérieur aux intérêts dus pendant un an.

D'autre part, au fur et à mesure que les années s'écoulent, la part des intérêts dans le remboursement s'amoindrit, tandis que celle du capital augmente, comme cela découle du tableau ci-dessous.

Le problème est le même que le précédent si l'on tient compte que la somme à obtenir n'est pas le capital emprunté 
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, mais celui-ci augmenté des intérêts dus, c'est à dire 
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 de chaque versement s'élève est donc à
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Exemple
Une personne désire emprunter un capital de 100.000 euros et le rembourser en 20 ans ;si le taux s'élève à 9 %, quel sera le montant 
[image: image40.wmf]a

de l'annuité ?

La formule ci-dessus permet d'obtenir sans difficulté
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Le tableau d'amortissement se présente comme suit :

	Années
	Annuité
	Intérêts
	Amortissement
	Solde restant dû

	
	
	
	
	100000

	1
	10954,65
	9000
	1954,65
	98045,35

	2
	10954,65
	8824,0815
	2130,57
	95914,78

	3
	10954,65
	8632,330335
	2322,32
	93592,46

	4
	10954,65
	8423,321565
	2531,33
	91061,13

	5
	10954,65
	8195,502006
	2759,15
	88301,99

	6
	10954,65
	7947,178687
	3007,47
	85294,51

	7
	10954,65
	7676,506268
	3278,14
	82016,37

	8
	10954,65
	7381,473332
	3573,18
	78443,19

	9
	10954,65
	7059,887432
	3894,76
	74548,43

	10
	10954,65
	6709,358801
	4245,29
	70303,14

	11
	10954,65
	6327,282593
	4627,37
	65675,77

	12
	10954,65
	5910,819527
	5043,83
	60631,94

	13
	10954,65
	5456,874784
	5497,78
	55134,17

	14
	10954,65
	4962,075015
	5992,57
	49141,59

	15
	10954,65
	4422,743266
	6531,91
	42609,69

	16
	10954,65
	3834,87166
	7119,78
	35489,91

	17
	10954,65
	3194,09161
	7760,56
	27729,35

	18
	10954,65
	2495,641354
	8459,01
	19270,34

	19
	10954,65
	1734,330576
	9220,32
	10050,02

	20
	10954,65
	904,5018282
	10050,15
	-0,13


E. Taux de chargement

Les publicités que l'on trouve régulièrement dans les boites aux lettres affichent des tableaux comme ci-dessous
 :

	Montant
	Mensualités
	TAEG

	2.501
	30 x 99,88
	15,5 %

	5.601
	42 x 170,82
	15,5 %

	7.501
	48 x 206,85
	15,5 %

	10.001
	60 x 219,37
	12,0 %

	15.000
	60 x 329,03
	12,0 %

	20.000
	84 x 346,52
	12,0 %

	25.000
	84 x 433,15
	12,0 %


Que signifie ce tableau ?

La première colonne reprend les montants que l'on veut emprunter. 

La deuxième colonne indique le nombre de mensualités à rembourser (premier facteur du produit) et le montant de ces mensualités (deuxième facteur du produit).

La troisième colonne donne la valeur du TAEG (taux annuel effectif global). Il remplace le taux de chargement. C'est la loi qui impose l'obligation d'indiquer sur tout contrat d'emprunt la valeur du TAEG.

Des définitions de ce taux existent, mais elles s'adressent surtout à des spécialistes. 


Lorsqu'une personne désire effectuer un emprunt pour un achat tel une voiture par exemple, elle s'adresse à un organisme financier qui lui propose un "prêt à tempérament". Nous n'entrerons pas dans le détail financier de l'opération. Disons simplement que la loi prévoit un acompte minimum de 15 % qui ne peut être couvert par l'emprunt. Pour le solde, l'organisme financier lui soumet une convention sur laquelle figurent un certain nombre de renseignements : le montant de l'emprunt, la durée de celui-ci, le montant à rembourser, les dates de ces remboursements et enfin le TAEG. L'employé de l'organisme financier ne calcule rien lui-même : actuellement, tout est dans son ordinateur. 


Pour comparer les conditions proposées par deux organismes financiers différents, il faut éviter de comparer les taux : le plus simple est de comparer les montants à rembourser et leur fréquence.



























































































































































































� Nous supposerons que les versements sont annuels. Le raisonnement est le même en cas de versements mensuels; les calculs doivent cependant être adaptés.


� Les commentaires figurant sous le tableau ne nous intéressent pas.
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