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0.1 Mode d’emploi

Ce cahier de révision est destiné aux éléves des sections 4 heures par
semaine qui doivent revoir certaines notions et certaines méthodes utiles pour
aborder les résolutions d’équations et d’inéquations de base. La premiére
partie permet une révision des régles de base de 1’algébre. La seconde partie
est consacrée aux équations et aux inéquations de base.

Il est le fruit d’un travail entamé au Centre d’Auto-formation de la Com-
munauté francaise & Huy (C.A.F). Il a été adapté pour répondre aux exi-
gences actuelles des programmes en ce qui concerne les matiéres traitées .

L’éléve doit pouvoir trouver seul une foule de renseignements et revoir
les méthodes qui lui font parfois défaut. Une table des matiéres détaillée
permet de retrouver l'information. Des exemples et des exercices d’entrai-
nement permettent de réviser la notion qui pose probléme. Certains exer-
cices sont proposés avec solution, d’autres pas. Le professeur peut corriger
les résolutions personnelles. L’éléve peut toujours demander des explications
complémentaires lors des cours.

Bonne révision et bonne réussite.

Mr ROSSI.



Chapitre 1

Factorisation

1.1 Vocabulaire

Factoriser un polynome (ou une expression algébrique) c’est écrire le po-
lynome ('expression algébrique) sous la forme d’un produit de facteurs.

Factoriser se dit aussi décomposer en produits de facteurs. Un polynome
que l'on ne sait pas décomposer en produit de facteurs dans R est dit indé-
composable dans R.

Le contraire de "factoriser” c¢’est "développer”

Exemple : Les réponse finales des identités suivantes sont les factorisa-
tions du premier membre

a) 622 — 18z = 6z(x — 3)

b) y* — 25 = (y — 5)(y +5)
) 2? —=2=2" - (V2)’ = (2 = V2)(z + V2)
d)2?+bz+4=a?+dz+az+4=zx(z+4)+(x+4)=(x+4)(x+1)
e) 8z 4+ 27 = (22)% + 3* = (2 + 3)(42® — 6z + 9)
Le trinome 422 — 62 + 9 est indécomposable dans R.

1.2 Méthodes de factorisation de base

Les méthodes de factorisation rappelées ci-dessous sont les méthodes élé-
mentaires.

1.2.1 Pour les bindmes

1) Mise en évidence :
ab+ ac = a(b+ c)
2) Identités remarquables :
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a? —b* = (a+b)(a—b)

a® — b = (a—b)(a® + ab + b?)

a®+ b0 = (a+b)(a® — ab+b?)

D’autres identités remarquables existent pour a” + 0" avec n entier
plus grand que 3. En particulier

a"—1=(a—1)(a" ' +a" ?+..+a+1)

Remarque :
Le binome a? + b? (somme de deux carrés) est indécomposable dans R.

1.2.2 Pour les trindmes

1) Mise en évidence
ab+ ac+ ad = a(b+ c+ d)
2) Identités remarquables
a’ +2ab+b* = (a + b)?
a® —2ab +b* = (a — b)?
3) Factorisation du trinéme du second degré
Le trinome az? + bz + ¢ se factorise dans R si et seulement si le
discriminant A = b? — 4ac est positif ou nul.

—b+VA

Si b2 — 4ac > 0 alors le trindme s’annule pour z; = o

et 19 — ’bga*/z. II se factorise comme suit :
az® + bz +c = a(x — x1) (v — 22)
Si b2 — 4ac = 0 alors le trindme s’annule pour z; = ;—f et il se factorise

comme suit
az® +bx +c = a(x — 1)*

Si b2 — 4ac < 0 alors le trinéme est indécomposable dans R.

1.2.3 Pour les polynémes en général

1) Mise en évidence

2) Groupement de termes puis mise en évidence

Exemple :

20* —2a® +3a —3=2a*(a—1)+3(a—1) = (a — 1)(2a® + 3)

Le binome 2a® + 3 est encore décomposable comme somme de deux cubes
puisque 2a® + 3 = (v/2a)® + (V/2)3.
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3) Autres identités utiles

a® + 3a®b + 3ab®> + b* = (a +b)?

a® — 3a*b + 3ab* — v® = (a — b)?

a® +b? + ¢ + 2ab + 2bc + 2ac = (a + b + ¢)?
a? +b? + ¢ — 2ab — 2bc + 2ac = (a — b+ ¢)?

4) Factorisation par division par  — a

La division par x —a est aussi connue sous le nom de "méthode de Horner”.
Si P(z) est un polynéme qui s’annule pour z = a, il est alors divisible par
le bindbme x — a. On cherche alors le quotient de la division grace a une
disposition pratique appelée grille de Horner.

Exemple :

Soit le polynome P(z) = z? + 42> + 37 — 2

On trouve P(—=2) =0

Le polynome est donc divisible par x + 2. On dresse un tableau appelé
grille de Horner (demandez des explications supplémentaires si nécessaire).
Ce tableau est un moyen pratique de réaliser la division euclidienne de 23 +
422 + 3z — 2 par x + 2.

coefficients de P(z) - | 1|4 | 3 -2
Valeur de a : —2 2| -4 2
coefficents du quotient — | 1 | 2 | —1 | 0 = reste

Le quotient de la division de P(x) par x + 2 est 2° + 2 — 1. Remarquez
que le reste de la division vaut zéro.
On a donc une premiére transformation

P+’ + 32 -2=(2+2)(2* + 22— 1)
Le trinome 22422—1 est encore décomposable en produit de deux facteurs

du premier degré (a faire).

1.3 Exercices

1.3.1 Entrainement a la factorisation

Factorisez les expressions suivantes :

a) 1 — 64¢3
b) a® —a
c) (a—b)? — 22

d) 3a® + 24
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1):1: — 323 + 322 — 3z + 2
j) 2% + 162* — 82
Réponses :

a) (1—4t)(1+ 4t + 16t?)
b) a(a® +1)(a+ 1)(a — 1)
¢)(a—b—2z)(a—b+x)
d) 3(a+2)(a® — 2a +4)

e) (1+y%)*
f) (z - 3)°
) (z+2)(z —1)%

1.3.2 Utilisations de la factorisation

1) Simplifiez la fraction %

Méthode : pour simplifier une fraction rationnelle il faut factoriser le nu-
mérateur et le dénominateur de cette fraction et simplifier ensuite les facteurs

communs.
Réponse : —Z£2 (x #1et x#2)
2) Effectuez l"additi'on a;_”b2 — (a2fab)2. . ‘
Méthode : voir section "comment additionner deux fractions”
La réduction au méme dénominateur exige d’abord la factorisation des

dénominateurs. Dans ce Cas cion a:
—b a _ —b 1

—b2 ~ (a®+ab)? — a+b Ci a+b 2 = (a+b)(a—b) ~ a(a+b)?
Pour la réduction au meme enomlnateur faites le produit de tous les
facteurs différents des deux dénominateurs avec leurs plus grands exposants :
vous obtenez PPCM des dénominateurs : c¢’est le dénominateur commun.

4 .__ba’+b’ata—b
Réponse finale : a(at)(a b)

3) Résolution d’équations et d’inéquations
La factorisation d’expressions est également utile pour la résolution
d’équations et d’inéquations : revoir ces chapitres si nécessaire.




Chapitre 2

Equations, inéquations a une
inconnue

2.1 Equations a une inconnue

2.1.1 Equations du premier degré

ar+b =0 avec a # 0 est une équation du premier degré. Les lettres aet b
représentent des nombres supposés connus. La lettre x représente le nombre
inconnu ou l'inconnue.

Résolution :

ar+b=20 a+#0

ar = —b

T=

Cas particulier important :

ar =0 a#0

donne x =0

Exemples :

a)

—2z+4+1=0

—2r =-—1

o

v}

Ensemble des solutions de I'équation : S = {3}

b)

3z =0

z=0

Ensemble des solutions de ’équation : S = {0}
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2.1.2 Equations réductibles au premier degré : régle du
produit nul.

Certaines équations sont réductibles au premier degré. Cela veut dire
qu’elles se rameénent a des équations du premier degré grace a la régle sui-
vante.

Reégle du produit nul :

Le produit de deux (ou plusieurs) facteurs est nul si et seulement
si un des facteurs du produit est nul

Mathématiquement, pour deux facteurs, cette régle s’écrit :

ab=0a=0o0u b=0

Exemple :

[’équation

(x—2)22+3)—2Bz—2)(x—2)=0

a un premier membre qui se factorise. On a :

(x—=2)20+3—-232—-2)]=0

(x—2)(—424+7)=0

Par application de la régle du produit nul on a :

r—2=0 ou —4x+7=0

On résoud alors ces deux équations du premier degré et on trouve I’en-
semble des solutions :

S = {Ea 2}

Utilisation des produits remarquables.

L’utilisation des produits remarquables permet souvent de factoriser le
premier membre. Voir section : "Méthodes de factorisation de base”.

Remarque : rappelons-nous toujours qu’'une somme de deux carrés, telle
que 22 + a® n’est pas factorisable.

Exemple de résolution d’équations réductibles au premier degré.

a)

(r—2)2=0
(x—=2)(z—2)=0
(x—2)=0

T =2

S ={2} racine double
b)

2 —4=0

(x—=2)(x+2)=0
r—2=0 ou r+2=0
T =2 ou T =—-2

S = {-2,2}
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2.1.3 Exercices d’entrainement.

Résoudre les équations suivantes (elles sont toutes réductibles a des équa-
tions du premier degré)
a) 422 — (x +3)? =0
b) 2y +4 =73 inconnue :
c) =3t —t+3=0 inconnue : t
d) 3(.’,8—1) 2(.’,6—1) _ $2+$72

z+1 =2 (:c—l—l)(:c—Q) . .
Important : pour cette derniére équation il faut commencer par poser les

conditions, a savoir : x +1 # 0 et z — 2 # 0.
Réponses

a) S={-1,3}
b S={%"}

0 S=1{-1,1,3}
D S—{1)

2.1.4 Equations du second degré

Rappel.

L’équation du second degré d’inconnue z s’écrit sous la forme

ar’ +bx +c=0 avec a # 0.

Calcul de A = b2 — 4ac

Trois cas peuvent se présenter :

Si A > 0 alors 'équation admet deux solutions réelles données par la
formule %.

Vocabulaire : les solutions d’une équation sont aussi appelées racines.

Si A = 0 alors ’équation admet une solution réelle, appelée aussi racine
double, et donnée par la formule ;—a”

Si A < 0 alors I’équation n’a pas de solution réelle.

Exemples :

a)

2 =3r+2=0

A=1

donc deux solutions réelles

T = % =2 ou T = ?,—2_ﬁ =1
On a donc : S = {1,2}

b)

922 — 302 +25=0

A=0

donc une solution

;=30 _5

18 3
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donc S = {2}

Remarque : dans le cas A = 0, le trindme du second degré est un carré
parfait. Ici on a : 922 — 30z + 25 = (3z — 5)°.

A partir de cette remarque on retrouve la méme solution par une équation
réductible au premier degré. On a :

(3x —5)2=0

On comprend bien pourquoi on parle de racine double, on a :

3z —=5)(3z—=5)=0

3r—5=0
3r=29

z =3

c)
2?+r+1=0
A=-3

Donc pas de solution réelle.

2.1.5 Equations bicarrées

Les équation bicarrées se réduisent a des équations du second degré.
Exemple :

2t =722 —18 =0 est une équation bicarrée.

On pose y = 22

L’équation s’écrit

y? —Ty—18=0

A =121

Yy = % =9 ou Y= % = -2

On va pouvoir trouver = en résolvant

=9 et 2?2=-2

1°)z>=9  donne r=3 ou x=-3
2°) 2 = —2 est impossible.

Conclusion : S = {-3, 3}

2.1.6 Equations irrationnelles

Certaines équations irrationnelles se raménent & une équation du second
degré.

Exemple :

T —v2r+15=0

T =+2xr+15

Conditions d’existence :

x>0 et 20 +15>0
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donc
z>0 et r> -2
donc, il reste comme condition unique z > 0.
Revenons a notre équation
=V2r+15
Les deux membres sont positifs donc on peut les éléver au carré et on
obtient une équation équivalente

22 =2x+15

22 —2x—15=0

A =64

T = 2+8 =5 ou T = 22;8 = —3 a rejeter vu la condition!

Donc ﬁnalement S = {5}

NB : le nombre —3 a été trouvé comme solution de I’équation 22 = 2z +15
mais n’EST PAS solution de I’équation x = +/2x + 15.

Les conditions sont trés importantes pour pouvoir rejeter des solutions
étrangéres éventuelles.

2.1.7 Exercices

Résoudre les équations suivantes
)(u +4u+4)(2u —b5u+3)=0
by —3y>+3y—2=0
¢)3x5 — 1321 — 1022 =0
d)\/x2—1 +z—-2=0
€)y =32y +3)

a) Appliquez d’abord la régle du produit nul puis résolvez deux équations
du second degré. On trouve : S = {-2, 1,%

b) Factorisez le premier membre par la méthode de Horner. On appliquera
ensuite la régle du produit nul. On trouve S = {2}

¢) Mettre 22 en évidence et appliquer la régle du produit nul.

On trouve S = {—/5,0,1/5}

d) Isolons la racine carrée : ’équation devient vz? — 16 =2 — z

Les conditions sont

22 —16 >0 et 2—12>0.

La premiére condition 22 — 16 > 0 est une inéquation du second degré.
La méthode de résolution par tableau de signe est expliquée dans la section
“inéquations du second degré”.

L’intersection des conditions donne finalement la condition x < —4.
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La résolution de ’équation par élévation des deux membres au carré donne
x = 5. Cette solution est a rejeter. Donc il n’y a pas de solution. L’équation
proposée est impossible : S = ().

_ —9++/105 _ —9—4/105
e)y=—"5"> ou y=-—7
1 —=9—+v/105 —9++/105
S - { 12 ’ 12 }
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2.1.8 Equations trigonométriques. Sections & 4H /sem

La résolution des équations trigonométriques peut s’avérer trés compli-
quée. Dans les cas simples, on se raméne rapidement aux équations suivantes :

sin(x) = sin(a) x est 'inconnue.

cos(z) = cos(a)

tg(x) = tg(a)

Voici les solutions de ces équations.

sin(z) =sin(a) @ r=a+k2r ou r=7—a+k27

cos(xz) = cos(a) & x =a+ k.27 ou x=—a+k2r

tg(z) =tg(a) &z =a+kr

Pour les trois cas on a k € Z.

Le nombre k£ est un nombre entier. Le nombre k.27 désigne donc un
nombre entier de tours sur le cercle trigonométrique et le nombre k.7 désigne
un nombre entier de demi-tours sur ce cercle.

Compréhension des solutions des équations ci-dessus : L’équation
sin(z) = sin(a) exprime 1'égalité de deux sinus. Les deux sinus sont égaux
quand les angles x et a sont égaux mais aussi quand ces angles sont sup-
plémentaires. Sur la figure 2.1 vous voyez clairement que les sinus d’angles
supplémentaires sont égaux.

Les deux cosinus sont égaux quand les angles x et a sont égaux mais aussi
quand ces angles sont opposés.

On constate sur la figure 2.1 que les cosinus d’ angles opposés sont égaux.

>

sin

F1G. 2.1 — Les sin d’angles supplémentaires sont égaux et les cos d’angles
opposés sont égaux.

Pour 1’égalité des tangentes, on constate sur le figure 2.2 que on a bien
tg(xz) =tg(a) quand x = a mais aussi quand = = 7 + a.
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‘ g

F1G. 2.2 — Les tg d’angles anti-supplémentaires sont égales.

Certaines formules sont employées dans les cas les plus simples. Ce sont

les suivantes :

—sin(a) = sin(—a)

—tg(a) = tg(—a)

—cos(a) = cos(m — a)

cos(a) = sin(§ — a)

sin(a) = cos(§ — a)

Ces formules sont une toute petite partie des formules & connaitre.
D’autres seront vues pendant ’année. Elles seront également utiles pour ré-

soudre des équations trigonométriques.
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2.1.9 Exercices

Résoudre les équations suivantes

)
)2sin3z + /2 =0
)2cosx ++/2=0
)2.cos2x—1=0
Jtgdx —1 =10

)3tg3r ++/3 =0

) sin3z — cos2z =0

) sin3z + cos2z =0
)2cos?z —cosz—1=0
10) sin® 3z — cos 3z = 0
11) sin®z — cos?z = 0
12)6cos’ x + 2 cos?z — 3cosz —1 =0
Solutions :

1)2sinz —1=0

1

SIN T = )

sin x = sin %

r=7%+k2m ou r=m—5+k2m
xz%—i—k.?w ou :E:%”—I—k.%r ke Z.

2)2sin3z +v2 =0
sin 3z = _Tﬁ

sin3r = —sin §

sin 3z = sin(—7)
3vx=—%+k2r  ou 3r=7m-—(-%)+k2r

x:—%—l—k‘% ou 3x:%—|—k.27r

_ 7 k.27 _ 5w k.27
r=—15+ %3 ou r =35+ 5" ke Z.
3)2cosx+\/§: 0
COST = _Tﬁ
cosz = —cos%

—_ i

cosx = cos(;r -7
Ccosx = cos 2L

4
xz‘%—i—k.?w ou xz—‘%—l—k.%r ke Z.

4) On trouve x = § + km ou T=—%+km keZ.
5)tgdr —1=0

tgdr =1
tgdr = tg5
do =T+ km

4
r=%+kT  keZ
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6) 3tg3r ++/3 =0

tg3x = —g
tg3r = —tg%
tg3xr = tg(—%)
3v=—¢+km

r=—15+k3 ke Z

7)sin3x — cos 2x = 0

sin 3z = cos 2x

sin 3z = sin(§ — 2z)

3x=%5—-2x+k2r ou 3rx=m—(5—22)+k2n

Sv =5+ k.2m ou 3v=75+2zx+ k2m

x:f—o—i—k%” ou r=75+k2m ke Z.

8)On trouve z = —Z + k21  ou x=3E 4% keZ.

9)On pose cosz =y

L’équation donnée devient une équation du second degré en y.

22 —y—1=0

Ce qui donne : y =1 ou Y= —

On doit donc ensuite résoudre

cost =1 ou CoOST = —

Ce qui donne

r=k2rm ou T = 27“+k.27r ou x:—%’r%—k.Qﬂ ke Z.

10) sin? 3z — cos 3z = 0

Dans ce cas, on utilise une formule qui doit étre connue, a savoir la formule
fondamentale de la trigonométrie. On a sin? x + cos? 3z = 1 pour tout z, ce
qui entraine sin? 3z = 1 — cos? 3z, pour tout z.

Remplacons dans 1’équation donnée on obtient :

—c0s?3x —cos3x +1=0

Posons cos 3z =y

On obtient une équation du second degré en y qui donne deux solutions

[N

N e — —14VE — —1=V5
pour y, a savoir : y = =2 ou y==—">
Revenons a I'inconnue de départ. On doit résoudre
cos3r = ’1%‘/5 ou cos 3x = ’1%‘/5

La premiére équation se résoud grace a une calculatrice et la deuxiéme
équation est impossible car le cosinus est compris entre —1 et 1.

Pour cos 3z = %ﬁon trouve

3r = arccos(’l%‘/g) = 0.904 56

x%%—l—ﬂfg ou z%%m—l—ﬂi%:
r203015242kT  ou 1= —03015242k% keZ
11) sin®z — cos?x = 0

factorisons, on a :
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(sinz — cosz)(sinx + cosx) =0
appliquons la régle du produit nul, on a alors :

sinx —cosx =0 ou sinx 4+ cosx = 0
cela nous donne deux équations a résoudre.
On trouve

r=7+km ou :E:%TW—FIWT ke Z

12)6cos® x + 2cos’x — 3cosz —1=0

On peut poser cosx = y et vérifier que I'on obtient un polyndéme du
troisiéme degré en y qui se factorise.

Aprés factorisation on obtient :

2y = 1)By+1) =0

revenons a l'inconnue de départ, on a :

(2cos’z —1)(3cosx +1) =0

appliquons la régle du produit nul

2coslrx—1=0 ou  3cosz+1=0

et il faut alors résoudre ces deux équations.

On trouve : v = £% + k.27 ou r = j:%f + k.27 ou

r=4+1,91+ k27 keZ.

2.1.10 Equations exponentielles et logarithmiques. Sec-
tions 4 4H /sem

Equations de base

a* =d' S r=y pourtout x,y € R aveca > 0eta # 1

en particulier

ef=e"sr=y pourtoutx,y € R
log,z =log,y & x =1y pourtoutx > 0,y > 0eta > 0eta # 1
en particulier

Inz=hysx=y pour toutx > 0,y > 0

Rappel
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Deux fonctions exponentielles et logarithmiques de méme base sont réci-
proques.

" =y x=log,y pourtoutx € R,y > 0eta>0eta#1
En particulier :
e =y x=Iny pourtoutxr € R,y >0

Exemples de résolution d’équations de base
a)e* —2 =10
e’ =2
r=1In2
b)2* —=5=0
2 =5
x =logy
¢)lnx—3=0 Condition : >0
Inz =3
r = e
d) log,z+6=0  Condition : z > 0
log, x = —6
x =275
1 1

2.1.11 Exercices

1) 2z+1 —8=0
2)e3 +4=0

3) 32“" =7

4) 2:c+1 =3

5) 325’J =27

6) e —5e” +4=0

7)16% — 7.4* = 8

8) 5t +25 =7

9) In3z =1

10) logz 22 —5 =0

11) In(3z+1)+5=0

12) (lnx —2)(In22+3)=0
13) In’z — 2Inz — 3 =0

14) (log, 3z)* — 3logy 3z — 4 =0

Quelques résolutions :

1)eXt! —8 =0



CHAPITRE 2. EQUATIONS, INEQUATIONS A UNE INCONNUE 17

e2m+1 =8
2r+1=1In8
- In(8)—1

- 2

NB : la parenthése autour du nombre 8 est utile pour ne pas faire de
confusion entre In(8) — 1 et In(8 — 1), mais elle n’est pas obligatoire.

2)e* +4=0
e = —4
3z = In(—4) m

Equation impossible.

On remarque rapidement que ’équation est impossible car e3%est stricte-
ment positif, donc ne peut étre égal & —4.

3)3% =17

x = %log3 7

4) 2% + 2.’L‘+1 — 3

20 4+22=3
3.2*=3

27 =1
z=0

5) 3% = 97
32:1::33
20 =

r=12

On pose e = y et on remarque que e?* = (e%)? = y?

Donc, on a :

y? —5y+4=0

On trouve y =4 ou y=1
Revenons aux inconnues de départ
Pour y=4on a:e*=4donc z=1In4
Poury=1ona:e*=1doncz =0
7)16% — 7.4* = 8

4% —74% — 8 =)

On pose y = 4*

On trouve y = 8 ou y=—1
On doit résoudre :
4x:8d0ncx:log48:%

et 4 = —1 est impossible car 'exponentielle 4 est strictement positive.
8)5°TL +25 =7
575+ 2.4 =7

Multiplions les deux membres par 5%, on a :
5.(5%)% +2 =17.5"
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posons 5 = y nous obtenons 1’équation du second degré
592 — Ty +2=0
On trouve y = 1 ou Yy = %
Donc on doit résoudre :
5" =1donc x =0
St = % donc x:log5§ = log; 2 —log; 5 =log;2 — 1
9) In3z =1
Condition : 3z > 0 donc x > 0
In3x =Ine
3x =e
r=5=0.90609
10) logs 2z —5=0
La condition est : x > 0
La solution est : x = % =121.5
11) In(3z+1)+5=0
La condition est : z > —%
La solution est : x = 8_2—’1 = .
12) (Inz — 2)(In22 +3) =0
On applique la régle du produit nul. On obtient deux équations a ré-
soudre :
Inz—-2=0 ou In2xz4+3=0
La condition pour les deux équations est commune : x > 0.
La premiére équation donne z = e? = 7.3891
La deuxiéme équation donne : z = ? >~ 92,4894 x 102
13) In’7 — 2Inz — 3 =0
Poser y = Inx Condition : x > 0.
On trouve y = 3 ou y=—1

Pour y=3onalnz =3 donc z = €3 ¢ ...

Poury=—-lonalnz=—-ldoncz=e'=1
14) (log, 3z)* — 3log, 3z — 4 =0

Condition : £ > 0

Solutions : x = % ou T = %

12

12

Remarque importante :
D’autres formules également utiles lors de la résolution d’équations expo-
nentielles ou logarithmiques seront vues pendant ’année.
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2.2 Inéquations a une inconnue

2.2.1 Principes de résolution des inéquations 4 une in-
connue

Lors de la résolution d’une inéquation a une inconnue les principes de
base sont les suivants.
Si I'inéquation est du premier degré

ar+bs0 (2.1)

alors on la résoud algébriquement.
Si 'inéquation est du second degré

ar® +br +c<0 (2.2)

alors on a recours au tableau de I’étude du signe de la fonction du second
degré.

Si I'inéquation est sous la forme d’un produit de facteurs dans lesquels
intervient 'inconnue x

A(z).B(z) 0 (2.3)

<0 (2.4)

alors on a recours a I’étude du signe d’un produit ou d’un quotient.

Toute inéquation qui peut se ramener & une des 3 derniéres formes 2.2,
2.3, 2.4, ci-dessus doit donc étre résolue par "tableau de signes”.

Seule la forme 2.1 peut étre résolue sans avoir recours a un tableau de
signes.

2.2.2 Reégles d’équivalence des inégalités

a<b&Sa+r<b+r pourtoutr € R
a<b&ar<br sir >0
a<b&ar>br sir <0
Les deux derniéres régles s’énoncent comme suit :
Si on multiplie (ou si on divise) les deux membres d’une inégalité par
un nombre strictement positif, on obtient une inégalité de méme sens.
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Si on multiplie (ou si on divise) les deux membres d’une inégalité par
un nombre strictement négatif, on obtient une inégalité de sens contraire.
Conséquence immédiate :
Dans I'inéquation

A(z)
Bla) >

on ne peut pas ”supprimer” le dénominateur car cela revient a
multiplier 'inéquation par un nombre dont on ne connait pas le signe!!!

Evidemment, si le dénominateur est strictement positif on peut le suppri-
mer sans changer le sens de I'inéquation. S’il est strictement négatif on peut
le supprimer & condition de changer le sens de I'inéquation.

2.2.3 Etude du signe de la fonction du premier degré

L’étude du signe de la fonction y = ax + b (a # 0) peut se résumer de la
maniére suivante.

— Recherche du zéro de la fonction y = ax + b

ar+b=0

ar = —b

r=

Cette valeur de x s’appelle le zéro de la fonction ou la racine de I’équation
ar +b=0.

— Tableau des signes de la fonctiony = ax + b
valeurs de © —0oC %b +00

signe de ax + b signe contraire de a | 0 | signe de a

Compréhension du tableau des signes ci-dessus.
La compréhension de ce tableau passe par l'observation attentive des
graphiques représentés figure 2.3 Sur cette figure, le graphique de gauche
montre la représentation d’une fonction du premier degré avec a > 0. On
voit que les valeurs de y de la fonction y = ax = b sont positives si z > ’7”

Sur le graphique de droite, qui représente une fonction du premier degré
avec a < 0, on voit que les valeurs de y = ax + b sont négatives si z > %”

Dans les deux cas, on voit donc que les valeurs de y ont le méme signe
que a si x > _Tb

On observe évidemment que les valeurs de y ont le signe contraire de
asiz < %”




y=ax+b a>0

A

y>0

b//

\/
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y=ox+b a<0

A

xX>-b/a_

x>'—b/ a

-b/a

y<0

FiG. 2.3 — Signe de la fonction y = ax + b.

Exemples

Résoudre les inéquation suivantes
a)3x +5>0

— Résolution algébrique :

3r > —5

T > %5

S =[5, 4o

— Résolution par tableau de signe :
Recherche du zéro :

3r+5=0
3r = —9H
r=-4
Tableau des signes :
z —0o0 %5 +00
3T 495 -1 0 |+
On a donc I'ensemble des solutions : S = [32, +0ocl.
b) —3x+5>0
— Reésolution algébrique :
—3x > -5
T < g
S =] — oo, 2]

3

— Résolution par tableau de signes :

Recherche du zéro :
—3r+5=0

21
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=3z = =3
v=3
Tableau des signes :
x —00 g +00
—3x+5 + 10| —
On a donc I'ensemble des solutions : S =] — oc, 2]

3

2.2.4 Etude du signe de la fonction du second degré

L’étude du signe de la fonction y = az?® + bx = ¢ (a # 0) peut se résumer
de la maniére suivante.

— Recherche des zéros éventuels de la fonction y = az? +bx+c =0

(voir section”équations du second degré”)

Calcul de A = b? — 4ac

Trois cas peuvent se présenter :

Si A > 0 alors I’équation admet deux racines réelles x; et x5 données par
la formule %

Si A = 0 alors ’équation admet une racine réelle z; (double) donnée par
la formule ;—f

Si A < 0 alors I’équation n’a pas de racine réelle.

— Tableau des signes de la fonction y = az? + bx + ¢

Régle : Les valeurs y de la fonction y = ax? + bz + ¢ prennent
toujours le méme signe que a, sauf dans le cas A > 0 si z est compris
entre les nombres r; et zs.

Tableau des signes :
SiA>0

x —00 €1 X9 “+00
ar? +bxr +c | signedea 0 | signe #dea| 0 signe de a

SiA=0
x —00 €1 +00
ar? + bz + ¢ signe de a | 0 | signe de a

SIAO

T —00 +oc
ar? + bz + ¢ signe de a

Des graphiques représentant des fonctions du second degré vous permet-
trons de bien comprendre les signes de y = ax? + bz + c. Voyez les exemples-ci
dessous.

Exemples.

Résoudre les inéquations du second degré.
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a)x? —=3x+2>0

— Recherche des racines :

A > 0 et les racines sont 1 et 2
— Tableau des signes

T —00 1 2 +00
x? — 3z +2 + 0] —-]0 ]+
L’ensemble des solutions est : S =] — 0o, 1] U [2, +00].

Observez la figure 2.4 qui donne la représentation graphique de la fonction
y = 22 — 3z + 2. Vous constatez que les valeurs négatives de cette fonction,
donc les y négatifs sont obtenus pour x compris entre 1 et 2. Par contre, les
valeurs positives de la fonction, donc les y positifs, sont obtenus si z est plus
petit que 1 ou plus grand que 2.
A

Y

v X

F1G. 2.4 - Signe de la fonction y = az? + bx + ¢ si A > 0 : le signe de y est
le signe de a sauf si x est compris entre les racines.

b) 92?2 — 30z + 25> 0
— Recherche des racines :
A = 0 donc on a une racine double qui est g
— Tableau des signes :

x —00 X +00
9z% — 30z + 25 + 10 [+

Ensemble des solutions : S = R\{2}.

De nouveau observez la figure 2.5 et constatez graphiquement que les
valeurs de x pour lesquelles les ordonnées de la fonction sont strictement
positives sont bien celles indiquées par I'ensemble des solutions.
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Y

T
5/3

F1G. 2.5 — Signe de la fonction y = ax? + bz + ¢ si A =0 : sauf en z = ;_;’
le signe de y est toujours celui de a.

c)x’+x+1>0
— Recherche des zéros
A < 0 donc il n’y a pas de zéros!
— Tableau des signes :

T —00 +00
2+ +1 + |+ |+

L’ensembles des solutions est donc : S = R.

De nouveau vous pouvez retrouvez cet ensemble en observant la figure
2.6.

2.2.5 Inéquations réductibles au premier ou au second
degré

Toute inéquation de la forme

ou de la forme

ou les expressions algébriques A(x) et B(x) sont des polynémes peuvent
étre résolues grace a un tableau des signes.
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Y

\.ﬁ

0 1

X

F1G. 2.6 — Signe de la fonction y = ax? + bx + ¢ si A < 0 : le signe de y est
toujours celui de a.

Méthode :
1. Factorisation de A(z) et de B(x) si le degré dépasse 2

2. Recherche des zéros et des conditions

3. Etude des signes par tableau

Exemples :

Voici un exemple de chaque type.

Résoudre

a)z®+x > 2

24+r—2>0

— On factorise le premier membre et on trouve
P+r—-2=(@-1)(2*>+x+2)

L’inéquation s’écrit donc (v — 1) (22 4+ 2 +2) > 0
— Recherche des zéros (racines)

x—1=0 donc r=1

?’+z2+2=0 A<O pas de racine.

— Tableau des signes :

T —00 1 400
z—1 — 10|+
2+ 7z + 2 + |+ |+
(z—1)(2z* +2+1) - 10|+

Donc S = [1, +0o0]
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b) 23—z >0

x—2)2

x(x2—1) >0
(z—2)2 =
— Condition : x # 2

— Recherche des zéros

r(x?—1)=0

On trouve z =0 r=1 r=-—1
— Recherche des zéros du dénominateur (poles) :
(r—22=0&1=2

— Tableau des signes

x —0oC -1 0
-1 0|+

—~

+o00

7 _
2 —1 +
(x — 2)? +
z(x2-1)

(z—2)2

L’ensemble des solutions

O+ |+ o

+ ||+ +

olo|+ o |

_|_
+]o]-
st : S =[-1,0]

2.2.6 Exercices

Résoudre les inéquations suivantes :

(z —2)%(1—3x)(2z*—9) >0
6x(22+1)3

(712m2+5m72)(m2+m+1) <0
@ ;; 717 121 10

8) 537_ << 537_

Solutions

1) =3x+2<b5x—3

S =[3, +oo]

2) & < 2

Remaquons que, en multipliant les deux membres par —1, on a

On multiplie les deux membres par 15 et on obtient
10z > 12
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On multiple les deux membres par 5, on a
10 < —4

0

T3z +4<0

10—312.’,6 <0
—3z

Tableau des signes

x —00

10 — 122
—3x

10—T12z
—3z

+0o0

ol+|o
+
Oy
|

C.E|—

)
+

+|+ [+

5) (z—2)%(1—32)(22—9) >0
Attention : le signe de (x—2)? est toujours positif si  # 2 car 'exposant
est pair.

S :] — o0, _3] U [%:3]
6x(22+1)3
6) (—2224+52—2)(z2+2z+1) <0

Attention : 'é¢tude du signe de (2x + 1)? se fait comme I’é¢tude du signe
de (2z + 1) car exposant est impair.

S :] — 00, _%[U]Oa %[U]Q,—{-OO[
7)o+ 55 > 2
S :] - ]-7 1_2\/§[U]1’ 1—1—2—\/3[

12x—32 112—10
) == < x <

Pour cet exercice il faut considérer deux inéquations qui doivent étre
vérifiées ensemble.

% <z et T <

La premiére inéquation donne un ensemble de solutions qui est :

S1 =]0,4[U]8, o0

la seconde inéquation donne un ensemble de solutions qui est :

Sy =] — 00, 0[U]1, 10]

Il faut ensuite chercher les solutions communes & Sy et S,.

Pour cela vous disposez sur un axe les ensembles S; et Ss.

La partie commune de ces deux ensembles est l'intersection, donc la so-
lution que I’on cherche.

On trouve :

S =51 NS =]1,4[U]8,10].

11z—10
T



